Elementos 
de la teoría de 
funciones y del 
análisis funcional 


A. H. KOJIMOFOPOB, C. B. PBOMMH 


2MEMEHTbl TEOPHM PYHKUUĤ 
H OYHKLIMHOHAJIDHOPO AHAJIH3A 


MSAATENLCTBO «HAYKA» - MOCKBA 


A. N. KOLMOGOROV 
S. V. FOMIN 


ELEMENTOS 
DE LA TEORIA 
DE FUNCIONES 
Y DEL ANALISIS 

FUNCIONAL 


TRADUCIDO DEL RUSO POR 


CARLOS VEGA, 
catedrático de Matemáticas Superiores 


1972 


EDITORIAL MIR MOSCU 


CDU 512.8 (075.8) =60 


Impreso en la URSS 
Desechos reservados 


na ucnanckon sasise 


INDICE 


PREPACIO 


CAPITULO 1 - ELEMENTOS DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS 


$ 1. Concepto de conjunto. Operaciones sobre conjuntos 
1. Definiciones principales (13). 2. Operaciones sobre conjuntos (14). 


$2. Equivalencia de conjuntos. Concepto de potencia de un conjunto 
3, Conjuntos finitos e infinitos (17). 2. Conjuntos numerables (17). 3, Equiva 
lencia de conjuntos (20). 4. Innumerab!lidad del conjunto de los números reales 
122). 5. Concepto de potencia de un conjunto (24). 6. Teorema de Cantor— 
Bernstein (26). 


$3. Aplicaciones. Partición en clases 

1. Aplicaciones de conjuntos, Concepto general de función (28). 2. Partición en 

closes, Relación de euivalencia (30). 

$ 4. Conjuntos ordenados. Números transfínitos 

1. Conjuntos parcialmente ordenados (35). 2. Aplicaciones que comervan el 
n (34). 3. Conjuntos ordenados. Tipos ordinales (34). 4. Suma ordenada de 

conjuntos ordenados (35). 5. Conjuntos bien ordenados. Números transfinitos (3 

6. Comparación de números ordinales (38). 7. Axioma de elección, teorema de 

Zermelo y olras proposiciones equivalentes a ellos (41). 8. Inducción trans 

finita (42), 

$ 5. Sistemas de conjuntos 

1. Anillo de conjuntos (43). 2. Semianillo de conjuntos (45). 3. Anillo engendrado 

por un semianillo (47). 4. Algebras de Borel (48). 5. Sistemas de conjuntos y 

aplicaciones (49). 


CAPITULO II - ESPACIOS METRICOS Y TOPOLÓGICOS 


$ 1. Concepto de espacio métrico 

1. Definición y ejemplos principales (51). 2. Aplicaciones continuas de espacios 
métricos. Isometría (59). 

§ 2. Convergencia, Conjuntos abiertos y cerrados 

1. Puntos de acumulación. Adherencia (60). 2. Convergencia (62). 3. Subeonjun- 
tos densos (65). 4. Conjuntos abiertos y cerrados (64). 5. Conjuntos abiertos y 
cerrados sobre la recta (86). 

$ 3. Espacios métricos completos 

1. Definición y ejemplos de espacios mélricos completos (71). 3. Principlo de 
bolas entajadas (74). 3. Teorema de Baire (75). 4. Complelación de un espa- 
cio (76). 


$ 4. Principio de aplicaciones contraidas y sus aplicaciones 

1. Principio de aplicaciones contraídas (79). 2. Aplicaciones elementales del 
principio de aplicaciones contraídas (81). 3. Teoremas de existencia y unicidad 
de ecuaciones diferenciales (83). 4. Aplicación del principio de aplicaciones con- 
traídas a ecuaciones Integrales (56). 

$ 5. Espacios topológicos 

1. Definición y ejemplos de espacios topológicos ($9). 2. Comparación de topo- 
logias (91). 3. Sistemas determinantes de vecindades. Base. Axlomas de nume- 
Labilidad (92). 4. Sucesiones convergentes en 7 (96). 5. Axiomas de separabi- 


6 INDICE 


lidad (97). 6. Aplicaciones continuas, Homeomorfísmo (100). 7. Distintos 
métodos de definición de topologías en un espacio. Metrizabilidad (103). 


$ 6. Compacidad 
1. Concepto de compacidad (104). 2. Aplicaciones continuas de espacios com- 
ctos (106). 3. Compacidad numerable (107). 4. Conjuntos relativamente come 
pactos (110). 

$ 7. Compacidad en espacios métricos 


1. Acotación total (110). 2. Compacidad y acotación total (112). 3. Compacidad 
relativa de subconjuntos en un espacio métrico (114). 4. Teorema de Arzeld (115). 
,. Teorema de Peano (117). 6. Teorema generalizado de Arzelá (119). 


$ 8. Funciones reales sobre espacios métricos y topológicos 
1. Funciones y funcionales continuas y uniformemente continuas (121). 2. Fun- 
clones continuas y semicontínues sobre espacios compactos (123). 
$ 9. Curvas continuas en espacios métricos (125) 

CAPÍTULO IIl . ESPACIOS LINEALES NORMADOS Y TOPOLÓGICOS 


$ 1. Espacios lineales 

1. Definición y ejemplos de espacios lineales (130). 2. Dependencia lineal (132) 
3. Subespacios (133). 4. Espacios coclentes (134). 5. Funcionales lineales (136) 
6. Interpretación geométrica de una funcional Mneal (137). 


$ 2. Conjuntos convexos y funcionales convexas. Teorema de Halin— 
Banach 

1, Conjuntos convexos y cuerpos convexos (140), 2. Funcionales canvexas (142), 

3. Funcional de Minkowski (143). 4. Teorema [de Hain 

parabilidad de conjuntos convexos en espacios lneales (1 


$ 3. Espacios normados 
1, Definición y ejemplos de espacios normados (149). 2. Subespacios de un 
pacio normado (161). 


$ 4. Espacios euclídeos 

1. Definición de espacios euclídeos (152). 2. Ejemplos (154). 3. Existencia de 

bases ortogonales, ortogonalización (156). 4. [Desigualdad de Bessel, Sistemas 

ortogonales cerrados (159). 5. Espacios euclídeos completos. Teorema de Riesz— 
sher (162). 6. Espacio de Hilbert. Teorema sobre el isomorfismo (165, 

7. Subespacios, complementos ortogonales, suma directa (168). 8. Propiedad ca. 

racterística de los espacios euclideos (172). 9, Espacios euclídeos complejos (175). 


$ 5. Espacios topológicos lineales 


Y Delinietón y ejemplos (177), 2. Convexidad local (180). 3, Espacios normados 
numerabtes (181). 


CAPITULO 1V + FUNCIONALES LINEALES Y OPERADORES LINEALES 


$ 1. Funcionales lineales continuas 

1. Funcionales Ilnesles continuas sobre espacios topológicos lineales (185). 
2. Relación entre la continuidad de una funciona) lineal y su acotación sobre 
conjuntos acotados (186). 3. Funcionales lineales continuas sobre espacios nor- 
mados (187). 4. Teorema de Hahn—Banach en un espacio normado (190). 
8. Funcionales lineales en espacios mormados numerables (191). 6. Existencia 
de un número suficiente de funcconales lineales continuas (192). , 


INDICE 


$ 2. Espacio dual 


1. Definición de espacio dun! (193). 2. Espacio dual a un espacio normado (194). 
3, Ejemplos de espacios duales (196). 4. Estructura del espacio dual a un espa- 
clo normado numerable (200). 5.. Topología en el espacio dual (202). 6. Segundo 
espacio dual (203). 


$ 3. Topología débil y convergencia débil 


1. Topologia débil en un espacio topológico lineal (205). 2. Convergencia débit 
(208). 3. Topologia débil y convergencia débIl en el espacio dual (211). 4. To- 
pologia » «débil en conjuntos acotados (213). 


$ 4. Funciones generalizadas 


1. Ampllación del concepto de función (216). 2. Espacio de funciones básic: 
(218), 3. Funciones generalizadas (219). 4. Operaciones con funciones generall» 
zadas (220). 5. Suficienca del conjunto de funciones básicas (224). 6, Reconse 
trucción de una función por su derivada, Ecuaciones diferenclales en la clase de 
funciones generalizadas (225). 7. Algunas generalizaciones (228). 


$ 5. Operadores lineales 


1. Definición y ejemplos de operadores lineales (232). 2. Continuidad y acotación 
(236). 3. Suma y producto de operadores (238). 4. Operador Inverso, ¡Inversibl- 
lidad (230). 5. Operadores conjugados (244). 6. Operador conjugado en un espa- 
ĉio euclideo. Operadores autoconjugados (246). 7. Espectro de un operador. 
Resolvente (247) 


$ 6. Operadores totalmente continuos 

1. Definición y ejemplos de operadores totalmente continuos (250), 2, Propteda- 
des principales de operadores totulmente continuos (255). 3. Valores proplos de 
un operador totalmente continuo (258). 4. Operadores totalmente continuos en 
un espacio de Hilbert (269). 5. Operadores outoconjugados y totalmente contie 
nuos en H (260). 


CAPÍTULO Y - ELEMENTOS DEL CÁLCULO DIFERENCIAL 
EN ESPACIOS LINEALES 
$ 1. Diferenciación en espacios lineales 
1. Diferencla fuerte (diferencial de Fréchet) (265). 2. Diferencial débil (dlie= 
rencial de Gato). (267). 3. Fórmula de Incremento finito (268). 4. Relación entre 
las diferenclabilidades débil y fuerte (269). 5. Funcionales diferenclables (271). 


6. Funciones abstractas (271). 7. Integral (271). 8. Derivadas de órdenes supe- 
riores (274). 9. Diferenciales de orden superior (276), 10. Fórmula de Taylor (277) 


$ 2. Problemas extremales 


1. Condición necesara de extremo (278). 2. Segunda diferencial. Condiciones 
suficientes de extremo de una funcional (282) 


$ 3. Método de Newton 


CAPITULO VI - MEDIDA, FUNCIONES MEDIRLES, INTEGRAL 


$ 1. Medida de conjuntos planos 


1. Medida de conjuntos elementales (290). 2. Medida de Lebesgue de conjuntos 
planos (294). 3. Propledades principales de la medida de Lebesgue y de tos con- 
Juntos medibles (295). 4. Algunos suplementos y generalizaciones (304). 


8 INDICE 


$ 2. Concepto general de medida. Prolongación de una medida de un 
semianillo a un anillo, Aditividad y o-aditividad 

1. Definición de medida (306). 2. Prolongación de una medida en un semianillo 

al ontllo generado (308). 3. Aditividad numerablo (309). 


$ 3. Prolongación de Lebesgue de una medida 

1. Prolongación de Lebesgue de una medida definida en un semianillo con uni- 
dad (313). 2. Prolongación de una medida definida en un semianillo sin uni 
dad (317). 3. Prolongación de una medida según Jordan (319). 4. Unicidad de 
prolongación de una medida (321) 


$ 4. Funciones medibles 

1. Definición y propiedades principales de funciones medibles (322). 2. Funcio- 
nes simples (524). 3. Operaciones arfíméticas con funciones medibles (325). 
4. Equivalencin (327). 5. Convergencia en casi todos los puntos (328). 6. Teorema 
de Egórov (328). 7. Convergencia en medida (330). 8. Teorema de Luzin. 
C-propledad (392). 


$ 5. Integral de Lebesgue 
1. Integral de Lebesgue para funciones simples (333). 2. Integral de Lebesgue en 
conjuntos de medida finita (335). 3. u-aditividad y continuidad absoluta de la 
Integral de Lebesgue (338). 4. Paso al límite bajo el signo de la integral de 
Lebesgue (343). 5. Integral de Lebesgue en un conjunto de medida infinita (347). 
6. Comparación de la Integral de Lebesgue con ln Integral de Riemann (34 


$ 6. Productos directos de sistemas de conjuntos y de medidas, Teo- 
rema de Fubini 

1. Productos de sistemas de conjuntos (352). 2. Productos de medidas (353). 

3. Representación de In medida plana en términos de la integral de la medida 

Mneal de secciones y definición geométrica de la Integral de Lebesgue (355). 

4. Teorema de Fubini (359). 


CAPÍTULO Vil - INTEGRAL INDEFINIDA DE LEBESGUE. 
TEORIA DE DIFERENCIACIÓN 


$ 1. Funciones monótonas. Diferenciabi! 
extremo superior 


L. Propiedades fundamentales de funciones monótonas (364). 2. Diferenciad1Ildad 
de unn función monótona (368). 3. Derlvada de la integral respecto al extremo 
supertor (374). 


$ 2. Funciones de variación acotada (374) 
$ 3. Derivada de la integral indefinida de Lebesgue (379) 


jad de la integral respecto al 


$ 4. Reconstrucción de una función a partir de su derivada. Funciones 
absolutamente continuas (381) 


$ 5. integral de Lebesgue como función de conjunto. Teorema de 
Radon-Nikodym 

1. Cargas. Descomposición de Hahn y descomposición de Jordan (399). 2. Prin- 

elpales tipos de cargas (395). 3. Cargas absolutamente continuas. Teorema de 

Radon-Nikodym (396). 

$ 6. Integral de Stieltjes 

i. Medidas de Stieltjes (399). 2. Integral de Lebesgue—Stlelfjes (401). 3. Algu- 

nas aplicaciones de la Integral de Lebesgue- Stieltjes en la teoría de probabili- 


INDICE 


dades (403). 4. Integral de Riemano—Stielljes (406). 5. Paso al imite bajo el 
signo de la integral de Stieltjes (409). 6. Representación general de funcionates 
lineales continuas en el espacio de funciones continuas (413) 


CAPÍTULO VII! + ESPACIOS DE FUNCIONES SUMABLES 


$ 1. Espacio Ly 
1. Definición y propiedades fundamentales del espacio L, (415). 2. Conjuntos 
siempre densos en L, (419). 


$ 2. Espacio La 

J. Definición y propiedades fundamentales (423). 2. Caso de medida infinito (426), 
3. Conjuntos siempre densos en Ly. Teorema sobre el isomorfismo (428). 4. Espa 
elo complejo L (429). 5. Convergencia cuadrática y su relación con olros tipos 
de convergencia de sucesiones funcionales (430). 


$ 3. Sistemas ortogonales de funciones en Ly. Series respecto a siste- 
mas ortogonales 
1. Sistoma trigonométrico. Serle trigonométrica de Fourier (433). 2. Sistemas 
tílonomélelcos en el segmento 10, 2) (436). 3. Forma compleja de la serle de 
Fourler (436). 4. Polinomios de Legendre (438). 5. Sistemas ortogonales en pros 
ductos. Series múltiples de Fowrler (440). 6. Polinomios ortogonales respecto 
a un núcleo dado (442). 7. Base ortogonal en el espacio La (=w, œ). Funciones 
de Mormite (444). R. Polinomios ortogonales respecto a un múeleo discreto (448). 


CAPÍTULO IX - SERIES TRIOONOMÉTRICAS 
TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 


de la serie de Fourier 


$ 1. Condiciones de convergen 
1. Condiciones sulictentes de convergencia de la serie de Fourier en un punto (449). 
+, Condiciones de convergencia uniforme de la serie de Fourier (456) 

$ 2. Teorema de Fejér 


1. Teorema de Fejér (459). 2. Complitud del sistema irigonométrico. Teorema 
de Woierstrass (162). 3. Teorema de Pejér en el caso del espacio La (463). 


$ 3. Integral de Fourier 
1, Teorema fundamental (461). 2. Forma compleja de la integral de Fourier (467), 


$ 4. Transformación de Fourier, sus propiedades y sus aplicaciones 

1. Tronsformación de Fowrter y fórmula de inversión (468). 2. Propledades tun- 
damentales de la transformación de Fourier (472). 3. Complitud de las funelones 
de Hermite y de Laguerre (478). 4. Transformación de Pourler de funclones 
indciintdamento dilerenciables y rápidamente decrecientes (476). 5. Transforma- 
ción de Fourier y convolución de lunclones (4781. 6. Aplicación de la transfor- 
mación de Fouricr n la resolución de la ecuación de conducción del calor (479). 
7. Transtormación de Fourier de funciones de varias variables (482). 


$ 5. Transformación de Fourier en el espacio Le (—%, o) 
1. Teorema de Plancherel (484). 2. Funciones de Hermite (487). 


$ 6. Transiormación de Laplace 
1. Definición y propiedades fundamentales de la transformación de Laplace (491). 
2. Aplicación de la transformación de Laplace a la solución de ecaciones dila- 
Tenciales (metodo operacional) (492). 


10 INDICE 


$ 7. Transformación de Fourier-Stieltjes 

1, Definición de la transtormación de Fourler—Stlcltjes (494). 2. Aplicación de 
la transformación de Fourler—Stieltjes a la teoría de probabilidades (496). 

$ 8. Transformación de Fourier de funciones generalizadas (499) 


CAPITULO X - ECUACIONES INTEGRALES LINEALES 

$ 1. Definiciones fund: 
ciones integrales 

1. Tipos de ecuaciones Integrales (502). 2. Ejemplos de problemas que llevan 

a ecuaciones Integrales (504). 

$ 2. Ecuaciones integrales de Fredholm 

1. Operador Integral de Fredholm (507). Ecuaciones de múcleo simútrico (510) 

3. Teoremas de Fredholm. Coso de núcleo degenerado (512). 4. Teoremas de 


Fredholm para ecuaciones de núcleos no degenerados (504). 5. Ecuaciones de 
Volterra (519). 6. Ecuaciones integrales de primera especlo (520). 


¡entales. Algunos problemas que llevan a ecua- 


$ 3. Ecuaciones integrales con parámetro. Método de Fredholm 


1. Espectro de un operador totalmente continuo en ¿/ (521). 2. Representación 


de la solución en lorma de una serte de potencias de }. Determinantos de Pred- 
holm (522). 


Bibliografía (528) 
Indice alfabético (530) 


PREFACIO 


La primera edición rusa de Elementos de la teoria de funcio. 
nes y del análisis funcional apareció en dos fascículos en 1954 
y 1960. La publicación de estos dos fascículos se debió a que, 
a finales de la década del 40, fue incluido en el programa de 
la Facultad de Mecánica y Matemáticas de la Universidad de 
Moscú el curso de Análisis [J] que comprendía elementos de la 
teoria de medida y de la teoría de funciones, ecuaciones inte- 
grales, nociones del análisis funcional y, más tarde, cálculo de 
variaciones. Este curso, dictado en la Universidad de Moscú 
primero por Andréi Kolmogórov y luego por otros profesores, 
entre ellos Serguéi Fomín, integró posteriormente también los 
programas de otras Universidades. Debido a su reducida tirada, 
la edición de nuestro libro se agotó rápidamente y hace tiempo 
que surgió la necesidad de reeditarlo. 

La sustitución de los cursos de la teoría de funciones de 
variable real, de ecuaciones integrales y de cálculo de varia- 
ciones por el curso unificado de isis 111 en la Universidad 
de Moscú, dio lugar a grandes discusiones en su tiempo. El 
curso tenía por objeto habituar a los estudiantes a una visión 
doble: por una parte, seguir la lógica interna del desarrollo de 
la teoría de conjuntos, de Ja teoría general de aplicaciones con- 
tinuas en espacios métricos y topológicos, de la teoría general 
de espacios lineales y de funcionales y operadores en ellos y de 
la teoría pura de medida e integración en «espacios generales 
provistos de medida», y por otra parte, no perder de vista los 
problemas del análisis clásico y del aplicado, a los que prestan 
servicio estas ramas más abstractas de las Matemáticas. 


12 PREFACIO 


Para resolver esta tarea, en la planificación del libro damos 
prejerencia a la línea abstracta de estructuración del curso. De 
la teoría general de conjuntos (capítulo 1) se puede pasar o bien 
a los espacios métricos y topológicos y sus aplicaciones continuas 
(capítulo 11), o bien, directamente, a los espacios provistos de 
medida (sin topología) y a la integración en ellos (capítulo VI). 
En los capítulos ITI y IV se estudian los espacios lineales y los 
funcionales y operadores lineales en ellos. De estos capítulos se 
puede pasar directamente al capítulo V (operadores y funcionales 
diferenciables no lineales). En el capítulo VIII se estudian los 
espacios lineales de funciones sumables. Solamente en los capi- 
tulos VII y IX se concentra, de hecho, la atención en las 
funciones de variable real. La exposición de la teoría de ecua- 
ciones integrales en el capítulo X está formalmente vinculada 
con el segmento [a, b]; pero, se le puede dar, sin modificaciones 
esenciales, una forma más general. 

Aunque en nuestro libro se exponen, en primer lugar, los 
conceptos generales de la teoría de funciones y del análisis fun- 
cional, el lector podrá advertir, en casi todos los capítulos, la 
atención que 'se presta a los problemas clásicos contiguos. El 
haber incluido en nuestro libro los capítulos VII (teoría de di- 
ferenciación), IX (series trigonométricas e integral de Fourier) 
y X (ecuaciones integrales lineales) hace que abarque ahora todo 
el programa del curso de Análisis [J] adoptado en la Univer- 
sidad de Moscú, menos el cálculo de variaciones. No hemos 
incluido este último en nuestro libro, limitándonos a exponer 
en el capítulo V los rudimentos del análisis funcional no lineal. 

En la nueva edición, lo mismo que en la primera, ocupa un 
lugar considerable la teoría general de medida. En los últimos 
tiempos han aparecido varias exposiciones de la teoría de inte- 
gración a base del esquema de Daniell, que no utiliza el aparato 
de la teoría de medida. Consideramos, sin embargo, que la 
teoría de medida tiene por sí sola suficiente importancia, 
independientemente de si se introduce o no el concepto de 
integral, y merece ser incluida en el curso universitario. 

Al revisar el libro e incluir en él nuevas secciones hemos 
procurado, sin embargo, conservar el estilo relativamente ele- 
mental de exposición que, según nos parece, tenía la primera 
edición. Esperamos que éste hallará su lugar natural en la ense- 
ñanza universitaria a la par de otros textos. 


A. Kolmogórov 
S. Fomin 


CAPITULO 
j! 


ELEMENTOS DE LA TEORIA 
DE CONJUNTOS 


§ 1. CONCEPTO DE CONJUNTO. 
OPERACIONES SOBRE CONJUNTOS 


1°, Definiciones principales. En las Matemáticas tropezamos 
constantemente con distintos conjuntos, Podemos hablar del 
conjunto de facetas de un poliedro, de. puntos de una recta, del 
conjunto de números naturales, ete. El concepto de conjunto es 
tan amplio que resulta difícil darle una definición que no se 
reduzca a sustituir simplemente la palabra «conjunto» por expre- 
siones sinónimas: cúmulo, colección de elementos, etc, 

El concepto de conjunto desempeña en las Matemáticas mo- 
dernas un papel de extraordinaria importancia no sólo porque la 
propia teoría de conjuntos ha pasado a ser en la actualidad una 
disciplina sumamente vasta y enjundiosa, sino, principalmente, 
en virtud de la influencia que la teoría de conjuntos, nacida a 
fines del siglo pasado, ha ejercido y ejerce sobre todas las Ma- 
temáticas. Vamos a enunciar aquí las notaciones fundamentales 
y a exponer brevemente los conceptos primarios de la teoría de 
conjuntos que serán utilizados en los capítulos sucesivos. 

Designaremos los conjuntos con letras mayúsculas A, B, ... 
y sus elementos con minúsculas a, b, ... La afirmación de que 
«el elemento « pertenece al conjunto A» se denota simbólica- 
mente asi: a€ A o bien Ada; a€ A (o bien A3a) significa que 
el elemento a no pertenece a A. Si todos los elementos que com- 
ponen el conjunto A pertenecen también al conjunto B (con la 
particularidad de que el caso A=B no está excluido), decimos 
que A es subconjunto del conjunto B y escribimos A=B. Por 
ejemplo, los números enteros forman un subconjunto del conjunto 
de todos los números reales. 

A veces no sabemos de antemano si un conjunto (por ejemplo, 
el conjunto de las raíces de una ecuación) contiene o no por lo 
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menos un clemento. De ahí, la conveniencia de introducir ey 
llamado conjunto vacío, es decir, el conjunto que no contiene 'n: 
un elemento. Lo designaremos con el símbolo Ø. Cualquier con . 
junto contiene Ø como subconjunto. 


2°. Operaciones sobre conjuntos. Sean A y B conjuntos arbi- 
trarios; se llama suma o unión AUB de estos conjuntos al con- 
junto compuesto de todos los elementos pertenecientes por lo 
menos a uno de los conjuntos A ó B (fig. 1). 

De manera análoga se define la suma de cualquier número 
(finito o infinito) de conjuntos: si A, son conjuntos arbitrarios, 


su suma UA, es la colección de elementos, cada uno de los 


cuales pertenece por lo menos a uno de los conjuntos A,. 
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T-ANB 
FIG. 2 


Llamaremos intersección ANB de los conjuntos A y B al 
conjunto compuesto por todos los elementos pertenecientes tanto 
al conjunto A como al conjunto B (fig. 2). Por ejemplo, la 
intersección del conjunto de todos los números pares y del 
conjunto de todos los números divisibles por tres está compuesta 
por todos los números enteros divisibles por seis. La intersección 
de un número cualquiera (finito o infinito) de conjuntos A, 


es la colección []A, de elementos pertenecientes a cada uno de 


los conjuntos F 
Por su propia definición las operaciones de suma e intersec- 
ción son conmutativas y asociativas, es decir, AUB=BUA, 
(AUBJUC=AU(BUC) ANB=BNA,(ANBINC=AN(BNC). 
Además, verifican las siguientes relaciones distributivas: 
(AUBINC=(ANC)U(BNO), (1) 
(ANBJUC=(AUCIN(BUC). (2) 


En efecto, comprobemos, por ejemplo, la primera de estas 
igualdades”. Supongamos que el elemento x pertenece al con- 


r 
A 
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junto que figura en la parte izquierda de la igualdad (1): 
xE(AUB)NC. Esto significa que x pertenece a C y, además, 
por lo menos a uno de los conjuntos A ó B. Pero entonces x 
pertenece siquiera a uno de los conjuntos ANC o BNC, es 
decir, figura en la parte derecha de la igualdad considerada. 
Viceversa, supongamos que x € (A N C) U (B NC). Entonces, x€ ANC 
o bien xEB(C. Por consiguiente, x€C y, además, x figura en 
A oen B, es decir, x€ AUB. De manera que xE(AUB)NC, 
y la igualdad (1) queda demostrada, Análogamente se verifica 
la igualdad (2). 


A 8 


CAB 
FIG. 3 


Definamos la operación de resta de conjuntos. Llamaremos 
diferencia ANB de los conjuntos A y B a la colección de aquellos 
elementos de A que no pertenecen a B (fig. 3). Señalemos que 
aquí no se supone que A>B. A veces en lugar de ANB se 
escribe A—B. En algunos casos (por ejemplo. en la teoria de 
la medida) conviene introducir la ilamada diferencia simétrica de 
dos conjuntos A y B que se define como la suma de las diferen- 
cias ANB y BNA tig. 4). Denotaremos la diferencia simétrica 
de los ts A y B con el símbolo AAB. De manera que 
según la definición, 


AAB=(ANXBJU(B> A). 


EJERCICIO, Demostrar que 
AAB=(AUB)N (ANB). 


En lo sucesivo deberemos considerar con frecuencia distintos 
conjuntos, que todos son subconjuntos de un conjunto principal S, 
por ejemplo, diferentes conjuntos de puntos sobre la recta nu- 


1 La igualdad de dos conjuntos A=B se entiende como una igualdad 
idéntica, es decir, significa que cada elemento de A pertenece a B y vice- 
versa. En otras palabras, la igualdad A=B equivale a que se verifican 
ambas inclusiones: ACB y BDA. 


16 CAP, I. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS 


mérica. En este caso, para todo conjunto A la diferencia SNA 
se llama complemento del conjunto À y se denota frecuentemente 
mediante CA o bien A’. 

En la teoría de los conjuntos y sus aplicaciones desempeña 
un papel muy importante el llamado principio de duali- 
dad, que se basa en las dos siguientes relaciones: 

Y. El complemento de la suma es igual a la intersección de 
los complementos 


SUaA,=MiSa.). (3 


2. El complemento de la intersección es igual a la suma de 
los complementos 


Sama. = U (ss a.) (Mm 
e 


El principio de dualidad consiste en que de cualquier teorema 
referente a un sistema de subconjuntos de un conjunto fijo S se 
puede deducir de manera automática otro teorema, el 
teorema dual, sustituyendo los conjuntos considerados por sus 
complementos, la suma de conjuntos, por su intersección y la 
intersección, por la suma. Un ej mao de la aplicación de “este 
principio nos lo da el teorema ÉS lel $ 2 del capítulo II. 

Demostremos la relación (3). 


Supongamos que xESMUA,. Esto significa que x no peric- 
a 
nece a la unión (JA,, es decir, no figura en ninguno de los 
conjuntos A,. Por consiguiente, x aparece en cada uno de los 
complementos SN A, y por eso x€ f} (SNA,). Viceversa, supon- 
a 


gamos que x€ f) (SNA.), es decir, que x pertenece a cada SNA; 
a 


entonces, x no figura en ninguno de los conjuntos A., es deci 
no pertenece a la suma (JA, y por eso xeS\NUA,. La igual- 


dad (3) queda demostrada. De manera análoga sé demuestra la 
relación (4). (Realícese la demostración). 


La expresión «diferencia simétrica» que se emplea para la operación 
AAB no es del todo acertada; esta operación es, en muchos aspectos, aná: 
loga a la suma de conjuntos AUB. En efecto, AUB significa que unimos 
dos afirmaciones con el 40» alternativo: «el elemento pertenece al conjunto A» 
o sel elemento pertenece al conjunto B», mientras que AAB significa que 
unimos las mismas afirmaciones con el eo» no alfernatico: el elemento x 
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pertenece a AAB si, y sólo si, figura o bien solamente en el conjunto A 
o bien solamente en el conjunto B. El conjunto AAB podria llamarse «suma 
módulo dos» de los conjuntos A y B (se toma la unión de estos dos con- 
juntos pero los elementos que figuran en ambos se excluyen). 


$ 2. EQUIVALENCIA DE CONJUNTOS. 
CONCEPTO DE POTENCIA DE UN CONJUNTO 


1. Conjuntos finitos e infinitos. Al considerar diferentes 
conjuntos observamos que para algunos de ellos es posible seña- 
lar—aunque sea de una manera general y no de hecho—la çan- 
tidad de elementos que los componen. De este tipo es, por 
ejemplo, el conjunto de todos los vértices de un poliedro, el 
conjunto de todos los números primos inferiores a un número 
dado, el conjunto de todas las moléculas de agua en la Tierra, 
etc. Cada uno de estos conjuntos contiene un número finito, que 
posiblemente desconocemos, de elementos, Por otra parte, existen 
conjuntos compuestos por un número infinito de elementos. De 
este tipo son, por ejemplo, el conjunto de todos los números 
naturales, el conjunto de todos los puntos de una recta, el con- 
junto de todos los círculos del plano, el conjunto de todos los 
polinomios de coeficientes racionales, etc. Vale subrayar que al 
decir que uno u otro conjunto es infinito entendemos que se 
puede escoger de él un elemento, dos elementos, etc., y después 
de cada una de estas operaciones en el conjunto quedarán aún 
otros elementos. 

Dos conjuntos finitos los podemos comparar por el número 
de elementos que los componen y decidir si este número es el 
mismo o si uno de los conjuntos posee más elementos que otro 
¿Es posible comparar de manera análoga los conjuntos infinitos? 
En otras palabras, ¿tiene sentido preguntar qué hay más: círculos 
sobre el plano o puntos racionales sobre la recta, funciones defi- 
nidas sobre el segmento [0, 1] o rectas en el espacio, etc.? 

Veamos cómo comparamos entre sí dos conjuntos finitos. 
Podemos proceder de dos maneras: en primer lugar, podemos 
contar el número de elementos de cada uno de estos conjuntos 
y comparar así ambos conjuntos. Pero podemos actuar de modo 
distinto, tratando de establecer una correspondencia biunívoca 
entre los elementos de estos conjuntos, es decir, una corres- 
pondencia que asigne a cada elemento de un conjunto un 
elemento, y sólo uno, del otro y viceversa. Está claro que una 
correspondencia biunívoca entre dos conjuntos finitos se puede 
establecer si, y sólo si, el número de elementos en ambos 
conjuntos es el mismo. Por ejemplo, para ver si coinciden el 
número de alumnos en el grupo y la cantidad de sillas en el 
aula, podemos, sin contar el número de alumnos y de sillas, 
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sentar a cada alumno en una silla determinada. Si hay lugar 
para todos y no queda ningún asiento sobrante, es decir, si se 
establece una correspondencia biunivoca entre estos dos conjuntos, 
ello significará que tienen el mismo número de elementos. 

Señalemes ahora que el primer camino (calculando el número 
de elementos) es válido sólo si se comparan conjuntos finitos, 
mientras que el segundo (estableciendo una correspondencia biu- 
nívoca) se puede aplicar también a conjuntos infinitos. 


2°, Conjuntos numerables. El conjunto infinito más elemental 
es el conjuato de los números naturales. Llamaremos conjunto 
numerable a todo conjunto cuyos elementos se puedan poner en 
correspondencia biunívoca con todos los números naturales, En 
otras palabras, un conjunto nuimerable es un conjunto cuyos 
elementos se pueden colocar en una sucesión infinita: 0), Ay, ... 

+01 Qu ... Veamos algunos ejemplos de conjuntos numerables. 

1. El conjunto de todos los números enteros. Establezcamos 
la correspondencia entre todos números enteros y todos los nú- 
meros naturales según el esquema siguiente: 

0-11 — 2 
1 2 3 E Ga 
En general, pongamos en correspondencia a cada número no ne- 
gativo n>0 el número impar 2n-+1 y a cada número negativo 
n <0 el número par 2|n|: 
n«»2n-+ 1, cuando n>0, 
ne«2|n|, cuando n< 0. 

2. El conjunto de todos los números pares positivos. La co- 
rrespondencia es evidente: ne> 2n. 

3. El conjunto 2, 4, 8, ..., 2%, ... de potencias de dos. 
Aquí la correspondencia es también evidente. A cada número 
2" se pone en correspondencia el número r, 

4. Consideremos un ejemplo más complejo demostrando que 
el conjunto de todos los números racionales es numerable. Cada 
número racional se puede escribir, de manera única, en forma 


de una fracción irreducible a=b, q>0. Llamemos altura del 


número racional a a la suma |p|-+q. Está claro que el número 
de fracciones de altura dada n es finito. Por ejemplo, la altura 1 


la tiene sólo el número h=0, la altura 2 la tienen sólo los 


números + y Æ}, la altura 3, la tienen sólo los números 4, 


etc, Coloquemos ahora todos los números raciona- 
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les según su altura, es decir, primero los números de altura 1, 
después los de altura 2, etc. Cada número racional tendrá entonces 
su número, es decir, quedará establecida una correspondencia 
biunivoca entre todos los números naturales y todos los números 
racionales, 

Un conjunto infinito que no sea numerable se llama conjunto 
no numerable. Demostremos algunas propiedades generales de con- 
juntos numerables, 

Y. Todo subconjunto de un conjunto numerable es finito o nu- 
merable. 


DEMOSTRACION. Sea A un conjunto numerable y B un subcon- 
junto suyo. Numeremos todos los elementos del conjunto A; a, 
An -y Ay |. SEAN Gp, Gn ... aquellos elementos que figuran 
en B. Si entre los números n, n, ... existe el máximo, B es 
finito; en el caso contrario B es numerable. 

2. La suma de cualquier conjunto finito o numerable de conjun- 
tos numerables es también un conjunto numerable. 


DEMOSTRACION. Sean A,, Aj, ... conjuntos numerables. Podemos 
suponer que son disjuntos (sin elementos comunes) dos a dos, ya 
que, de lo contrario, considerariamos en su lugar los conjuntos 
Ay ANA» ANCA,U A), -.- que son a lo sumo numerables 
y que tienen la misma suma que los conjuntos A,, As, ... Todos 
los elementos de los conjuntos A,, A, ... pueden escribirse en 
forma de la siguiente tabla infinita: 
ân An An Qu 
Ay Onm Qna Gu 
Ga As On On 
An la Aa lu 


en cuya primera fila aparecen los elementos del conjunto Aj, 
en la segunda fila, los elementos del conjunto Az, etc. Numere- 
mos ahora todos estos elementos desplazándonos «en diagonales», 
es decir, tomando por primero el elemento a; por segundo, el 
elemento a,,; por tercero, el elemento a, etc., siguiendo el sen- 
tido que indican las flechas del siguiente cuadro: 


ary — ür yg a 
r 


an au 
l 
Gar ayu 
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Está claro que cada elemento de cada conjunto recibirá en- 
tonces un número determinado, es decir, quedará establecida una 
correspondencia biunivoca entre todos Jos elementos de todos los 
conjuntos A,, Az, ... y todos los números naturales. Nuestra 
afirmación resulta demostrada. 


EJERCICIOS. |. Demostrar que el conjunto de todos los polinomios con 
coeficientes racionales es numerable. 

2. El número E se. denomina algebruico si es raíz, de un polinomio con 
coeficientes racionales. Demostrar que el conjunto de todos los números 
algebraicos es numerable. 

3. Demostrar que el conjunto de todos los intervalos racionales (es decir, 
intervalos con extremos racionales) sobre la recta es numerable 

4. Demostrar que el conjunto de todos los puntos del plano que tienen 
coordenadas reales es numerable. 

Sugerencia. Empltese la propiedad 2. 


3. Todo conjunto infinito contiene un subconjunto numerable. 


DEMOSTRACION. Sea M un conjunto infinitio. Tomemos en él un 
elemento cualquiera a,. Por ser M un conjunto infinito encontrare- 
mos en él un elemento a, distinto de ay, después el elemento a, 
distinto de a, y az, ete. Continuando este proceso (que no podrá 
interrumpirse. por «falta» de elementos ya que M es infinito) 
obtendremos un subconjunto numerable 


A=ļa, a. a 


del conjunto M. Hemos demostrado la afirmación. 

Este resultado señala que los conjuntos numerables son los 
«más pequeños» de los conjuntos infinitos. El problema sobre la 
existencia de conjuntos infinitos no numerables será considerado 
más adelante. 


3”. Equivalencia de conjuntos. Buscando una correspondencia 
biunívoca entre unos u otros conjuntos infinitos y los números 
naturales, hemos llegado al concepto de conjunto numerable. 

Está claro que de manera análoga pueden compararse los 
conjuntos no sólo con el conjunto de números naturales: este 
procedimiento permite comparar entre sí dos conjuntos cuales- 
quiera. Introduzcamos la siguiente definición. 


perinicion. Dos conjuntos M y N se llaman equivalentes (lo que 
se denota mediante M ~N) si entre sus elementos se puede 
establecer una correspondencia biunivoca. 

El concepto de equivalencia puede aplicarse a cualesquiera con- 
juntos tanto finitos como infinitos. Dos conjuntos finitos son equi- 
valentes entre sí si (y sólo si) tienen el mismo número de elementos. 
El conjunto numerable se puede ahora definir del siguiente modo: 
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un conjunto se llama numerable si es equivalente al conjunto de 
los números naturales. 

Está claro. que dos: conjuntos, equivalentes cada uno a un 
tercer conjunto, son equivalentes entre sí, en particular, todos 
los conjuntos numerables son equivalentes entre sí. 

Ejemplos. 1. Los conjuntos de puntos de dos cualesquiera 
segmentos [a, b] y [c, d] son equivalentes entre sí. En la fig. 5 
se señala cómo se puede establecer una correspondencia biunívoca 
entre ellos: los puntos Pl q Corresponden uno al otro si se 
hallan sobre un mismo radio que parte del punto O donde se 
cruzan las rectas ac y bd. 

2. El conjunto de todos los puntos del plano complejo es 
equivalente al conjunto de todos los puntos sobre una esfera. 


z 


FIG. 5 FIG. 6 


La correspondencia biunívoca œ 4z puede establecerse, por ejem- 
plo, mediante la proyección estereográfica (fig. 6). 

3. El conjunto de todos los múmeros del intervalo (0, 1) es 
equivalente al conjunto de todos los puntos de la recta. La 
Corre pondencia se puede establecer, por ejemplo, mediante la 
unción 


Al considerar los ejemplos de este punto y del punto 2° po- 
demos observar que, a veces, un conjunto infinito puede resultar 
equivalente a una parte propia. Por ejemplo, resulta haber «tan- 
tos» números naturales como números enteros o incluso racionales; 
el intervalo (0, 1) tiene «tantos» puntos como los tiene la recta, 
etc. Esta situación es característica para todos los conjuntos 
infinitos. En efecto, en ei punto 2* (propiedad 3) hemos demos- 
trado que de todo conjunto infinito M se puede elegir un 
subconjunto numerable; supongamos que éste sea el conjunto 


A= (Ay, as 2209 O 
Dividamos A en dos subconjuntos numerables 
A,= fa, Uy, ds --.) Y Ay=(05 ao ae de 
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Entre los conjuntos numerables A y A, se puede establecer una 
correspondencia biunívoca que se puede extender luego hasta una 
correspondencia biunívoca entre los conjuntos AU (MN 4)=M 
y ALJU(MX A)=MN A, refiriendo a cada elemento de MN A 
ese mismo elemento. El conjunto MN A, es un subconjunto propio 
del conjunto M. Llegamos de esta forma a la siguiente propo- 
sición: 

Todo conjunto infinito es equivalente a un subconjunto propio. 

Esta propiedad se puede tomar como la definición de un 
conjunto infinito. 


EJERCICIO. Demostrar que siendo M un conjunto infinito arbitrario y A 
numerable, resulta M-=Á YA. 


4°. Innumerabilidad del conjunto de los números reales. En 
el punto 2° hemos visto varios ejemplos de conjuntos numerables. 
La cantidad de estos ejemplos se puede ampliar considerable- 
mente. Además, hemos demostrado que tomando la suma finita 
o mumerable de conjuntos numerables obtendremos de nuevo 
conjuntos numerables. Surge naturalmente la pregunta ¿existen 
conjuntos infinitos no numerables? La respuesta afirmativa la da 
el siguiente teorema. 


TEOREMA 1. El conjunto de números reales comprendidos entre el 
| cero y la unidad es innumerable. 


DEMOSTRACION. Supongamas que existe una lista (de todos o una 
parte) de los números reales æ, pertenecientes al segmento [0, 1]: 


A k 


(1) 


Aquí ap es la késima cifra decimal del número a; Considere- 
mos la fracción 


P=0, bibs- bp 


no puede coincidir con ninguna de las m figuran en la lista (1). 
En efecto, la fracción f se distingue de la fracción œ, al menos 
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por su primera cifra; de la segunda fracción, por su segunda 
cifra, etc.; en general, puesto que b,=*a,, para todo n, la frac- 
ción.f se distingue de cualquiera de las fracciones œ; que figuran 
en la lista (1). Luego, ninguna lista de números reales pertene- 
cientes al segmento [0, 1] puede consumirlo. 

La demostración expuesta necesita una pequeña precisión 


puesto que algunos números (concretamente los números de la 


forma ta) pueden tener dos representaciones decimales: bien con 


un número infinito de ceros o bien con un número infinito de 
nueves; por ejemplo: 


5 
-z= p = 0,5000 ...=0,4999 ... 


Por consiguiente, el hecho de que dos fracciones decimales 
no coincidan no significa todavía que representan números dis- 
tintos. 

Sin embargo, si la fracción ß se construye de manera que no 
contenga ni ceros ni nueves, (tomando, por ejemplo, b,=2, si 
Ann =1, y b=}, Si apa 1) esta objeción quedará superada. 


EJERCICIO. Demostrar que los números que tienen dos distintas represen. 
taciones decimales forman un conjunto numerabie. 


De manera que el segmento [0, 1] ofrece un ejemplo de un 
conjunto infinito no numerable. Veamos algunos ejemplos de 
conjuntos equivalentes al conjunto formado por los puntos del 
segmento [0, 1). 

1. El conjunto de todos los puntos pertenecientes a un seg- 
mento [a, b) o intervalo (a, b) cualquiera. 

2. El conjunto de todos los puntos de la recta. 

3. Los conjuntos de todos los puntos del plano, del espacio, 
de la superficie de una esfera, de los puntos que se encuentran 
dentro de una esfera, etc. 

4. El conjunto de todas las rectas del piano. 

5. El conjunto de todas las funciones continuas de una o varias 
variables. 

En los casos l y 2 la demostración no ofrece dificultades 
(véanse los ejemplos 1 y 3 del punto 3%). En los demás casos 
la demostración directa no es tan sencilla. 


EJERCICIO. Demostrar, aprovechando los resultados de este punto y del 
ejercicio 2 del punto 2%, la existencia de números trascendentes, es decir, 
de números no algebraicos. 
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5”, Concepto de potencia de un conjunto. Si dos conjuntos 
finitos son equivalentes, tienen el mismo número de elementos. 
Cuando dos conjuntos equivalentes entre si M y N son arbi- 
trarios se dice que M y N tienen la misma pofencia. Así pues, 
la potencia es aquello común que tienen todos los conjuntos 
equivalentes entre sí. En el caso de conjuntos finitos el concepto 
de potencia coincide con el concepto habitual del número de 
elementos del conjunto. La potencia del conjunto de los números 
naturales (es decir, de cualquier conjunto numerable) se denota 
mediante el símbolo 8, (se lee “alef cero”). Los conjuntos equivalentes 
al conjunto de todos los números naturales comprendidos entre 0 y 
1 se dice que tienen potencia de continuo. Esta potencia se denota 
mediante el simbolo e (o el simbolo N). 

En las observaciones que concluyen este capítulo tocamos el 
problema, muy profundo, de la existencia de potencias interme- 
dias entre N, y c. Como regla general, los conjuntos infinitos 
que se emplean en el análisis son numerables o tienen potencia 
de continuo. En el caso de las potencias de conjuntos finitos, es 
decir, en ej caso de los números naturales, tenemos, además del 
concepto de igualdad, los conceptos de «más» y «menos». Veamos 
cómo pueden extenderse estos últimos al caso de potencias in- 
initas. 

Sean A y B dos conjuntos arbitrarios y m(A) y m(B) sus 
otencias. Si A es equivalente a B, m(4)=m(B) por definición. 
Si A es equivalente a una parte del conjunto B y A no contiene 
ninguna parte equivalente a B, se acepta, naturalmente, que 
m(A) es menor que m(B), es decir, m(B) es mayor que m(A). 
Sin embargo, existen, lógicamente, otras dos posibilidades, ade- 
más de las mencionadas: 

a) B contiene una parte equivalente a A y A contiene una 
parte equivalente a B. 

A y B no son equivalentes y ninguno posee una parte 
equivalente al otro. 

Del teorema de Cantor — Bernstein, que se expone en el 
siguiente punto, se desprende que en el caso a) los conjuntos A 
y B son equivalentes, es decir tienen potencias iguales. En cuan- 
to al caso b), que equivaldria a la existencia de potencias 
incomparables, resulta que no puede realizarse. Esto se deduce 
de] teorema de Zermelo que enunciamos en el $ 4. 

De lo anterior resulta (si aceptamos sin demostración los 
teoremas de Cantor — Bernstein y de Zermelo) que dos conjuntos 
arbitrarios A y B o bien tienen la misma potencia o bien veri- 
fican una de las relaciones 


m(A) < m(B) o m(A)>m(B). 
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Hemos señalado más arriba que los conjuntos numerables son 
los «más pequeños» entre los conjuntos infinitos y hemos demos- 
trado luego que existen conjuntos infinitos de potencia superior: 
los conjuntos de potencia de continuo. ¿Existen potencias infi- 
nitas superiores a la potencia de continuo? En general, ¿existe 
o no una potencia «máxima»? Resulta que tiene lugar el siguiente 
teorema: 


teorema 2. Sea M un conjunto cualquiera y M el conjunto for- 
mado por todos los subconjuntos del conjunto M. Entonces, la 
potencia de Wi es superior a la potencia del conjunto inicial M. 


Demostracion. Es fácil ver que la potencia n del conjunto M no 
puede ser inferior a la potencia m del conjunto inicial M; en 
efecto, los subconjuntos de M formados por un solo elemento 
representan en un subconjunto equivalente al conjunto M. 
Basta demostrar que las potencias m y m no coinciden. Supon- 
gamos que entre los elementos a, b, ... del conjunto M y algu- 
nos elementos A, B, ... del conjunto Mi (es decir, algunos 
subconjuntos de M) se ha logrado establecer una correspondencia 
biunivoca: 


aA, bB, ... 


Demostremos que esta correspondencia no puede consumir todos 
los subconjuntos del conjunto M, es decir, todos los elementos 
del conjunto Wè. Sea X la colección de elementos de M que no 
pertenecen a los subconjuntos que les corresponden. Más detalla- 
damente: si a A y a€A, el elemento a no se incluye en X, 
pero si a4 A y a€A, el elemento a se incluye en X. Es evi- 
dente que X representa un subconjunto de M, es decir, un ele- 
mento de M. Demostremos que al subconjunto X no le puede 
corresponder ningún elemento de M. Supongamos que tal elemento 
xe X existe y veamos si pertenece o no al subconjunto X. 
Aceptemos que x€ X; por definición, en X figura todo elemento 
que no pertenece al subconjunto que le corresponde y, por lo 
Mirto, a debe sec inclolea en X Viceyena, 31 ss acepla. que el 
elemento x pertenece a X, deduciremos que x no puede figurar 
en X, ya que éste contiene sólo los elementos que no aparecen 
en los subconjuntos que les corresponden. De manera que el ele- 
mento x correspondiente al subconjunto X debe simultáneamente 
pertenecer y no pertenecer a X. De aquí se desprende que tal 
elemento no existe, es decir, que no se puede establecer una 
correspondencia biumívoca entre los elementos del conjunto M y 
todos sus subconjuntos. El teorema queda demostrado. 
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De este modo, para cualquier potencia podemos construir 
efectivamente un conjunto de potencia superior, después otro de 
potencia aún mayor, etc., obteniendo así una escala de poten- 
cias no acotada superiormente. 


EJERCICIO, Demostrar que la totalidad de las funciones numéricas (o, en 
general de funciones que toman valores en un conjunto compuesto por 10 
menos de dos elementos) definidas sobre un conjunto M tiene una potencia 
superior a la de M. 

Sugerencia, Aprovéchese que el conjunto de todas las funciones carac- 
terísticas sobre M (es decir, de lunciones que sólo toman valores 0 y 1) es 
equivalente al conjunto formado por todos los subconjuntos de M. 


6”. Teorema de Cantor-Bernstein. Demostraremos ahora el 


siguiente teorema importante al que nos hemos referido ya en 
el punto anterior. 


TEOREMA (CANTOR — BERNSTEIN). Sean A y B dos conjuntos arbi- 
trarios. Si en A existe un subconjunto A, equivalente a B y en 
B un subconjunto B, equivalente a A, los conjuntos A y B son 
equivalentes. 


DEMOSTRACION. Sea f la aplicación biyectiva" de A en B, y sea 
g la aplicación biyectiva de B en Aj, es decir, 


1(A)=B,<B, g(B)=A,cA. 


Entonces, gf (A)= gi (A))=g(B,) es un conjunto, que denota- 
remos con A, contenido en A, y equivalente al conjunto A. 
De manera análoga fg (B)= f (g (B)) =f (A,) = B, es un conjunto 
contenido en B, y equivalente a B. Sea ahora A, aquel subcon- 
junto de A en el que se transforma el conjunto A, mediante la 
aplicación gf y sea A, aquel conjunto en el que se transforma A 
mediante la misma aplicación gf. En general, sea Aps, aquel 
conjunto en el que se transforma el conjunto A, mediante la 
aplicación gf (k=1, 2, ). Está claro que 


ADADAL>. DADA, D... 


Si ponemos 


D=U A, 


rl 


podremos representar A mediante la siguiente suma de conjuntos 
disjuntos dos a dos: 


A=(ANAJU(A ADUANAS) U + (AR Apra) U +++ UD. 


1 A veces se emplea el término «aplicación biunívoca». (N, del T.) 
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De un modo análogo el conjunto A, se puede representar en la 
forma: 


A DUADAJUADADU o ADA pr) U o 
Evidentemente, estas dos fórmulas pueden escribirse así: 


A=DUANAJUANADU JU 
UNAN ADUANAS) U + ..], (2) 


A,=DULANAJUANADU JU 
U KANADU (ANA) U ++. (3) 


Observemos ahora que el conjunto AMA, es equivalente al con- 
junto AN A, (ya que el primero se transforma en el segundo 


mediante la aplicación gf); del mismo modo A,\ A; es equivalente 
a ANA, etc. Por eso, los conjuntos que figuran en las segundas 
líneas de las fórmulas (2) y (3) son equivalentes. En cuanto 
a las primeras líneas de estas fórmulas, son sencillamente idén- 
ticas. De aquí se desprende que entre los elementos de los con- 
juntos A y A, se puede establecer una correspondencia biunivoca. 
Pero A, es equivalente a B por hipótesis. De manera que A es 
equivalente a B. El teorema queda demostrado. 

Podemos incluso « permitirnos el lujo» (aunque no hay nece- 
sidad de ello) de escribir explicitamente la correspondencia biu- 
nívoca q que transforma A en B. Es la siguiente: 


| 87 (a), si a€ DU (ANAU (ANA)U ..- 
Fa), si a€(ANADU(ANA)U 
(fig. 7) 
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1°. Aplicaciones de conjuntos. Concepto general de función, 
En el Análisis el concepto de función se introduce del siguiente 
modo. Sea X un conjunto sobre la recta numérica. Se dice que 
sobre este conjunto está definida una función f si a cada 
elemento x€ X se le ha puesto en correspondencia un número 
determinado y=f(x). El conjunto X se denomina en este caso 
campo de deficinión de esta función y el conjunto Y formado por 
todos los valores que toma esta función, campo de valores de la misma. 

Si en vez de conjuntos numéricos consideramos conjuntos de 
naturaleza arbitraria, llegaremos al concepto más general de 
función: sean M y N dos conjuntos arbitrarios. Se dice que está 
definida sobre M una función f con valores en N si a cada 
elemento xEM se le pone en correspondencia un elemento, 
y sólo uno, y de N. En el caso de conjuntos de naturaleza 
arbitraria (y a veces también en el caso de conjuntos numéricos) 
en lugar del término “función” se usa «aplicación» y se habla 
de la aplicación de un conjunto en otro”. 

Si a es un elemento de M, el elemento b=f(a) de N que le 
corresponde se denomina imagen del elemento a (para Ja aplica- 
ción f). La colección de todos los elementos de M que tienen 
por imagen el elemento bEN se denomina imagen recíproca” 
(en términos más precisos, imagen reciproca completa) del elemento 
b y se denota mediante f~' (b). 

Sea A un conjunto de M; la totalidad [f(a): a€ Aj de 
todos los elementos del tipo fía), donde a€ A, se denomina 
imagen de A y se designa f(A). Para todo conjunto B de N se 

uede, a su vez, definir la imagen recíproca f-*(B); a saber: 
J=" es la totalidad de todos aquellos elementos de M cuyas 
imágenes pertenecen a B. Puede ocurrir que ningún elemento b 
de B tiene imagen reciproca y en este caso la imagen reciproca 
completa f-' (B) será el conjunto vacío. 
uí nos Jimitaremos a exponer las propiedades más generales 
de las aplicaciones. 

Convendremos en emplear Ja siguiente terminología, Diremos 
que f es una aplicación del conjunto M «sobre» el conjunto N, 
si f(M)=N; en el caso general, es decir, cuando f(M)EN, se 
dice que f es una aplicación de M «en» N. 

Señalemos las propiedades principales de las aplicaciones. 


1 De hecho hemos tropezado ya anteriormente con el concepto de apli- 
caciones de cónjuntos (por ejemplo, al introducir el concepto de equivalen- 
cia de conjuntos, al demostrar el teorema de Cantor—Bernstein, etc.). 

2 En algunos libros de texto se emplea el término «preimagen » 
(Nota del T.) 
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TEOREMA 1. La imagen reciproca de la unión de dos conjuntos 
>s igual a la unión de sus imágenes recíprocas : 


FUALB)= HAU" (B). 


DEMOSTRACION» Supongamos que el elemento x pertenece al enfants 
[(AUB). Ello significa que f(x)€AUB, o sea, F(x)E A 
bien f()€ B. En este caso x debe pertenecer al menos.a aa 
de los dos conjuntos f~! (A) y f=! (B), dear xE UA) AB). 
Viceversa, si xEf-*(A)U[f"'(B), entonces x pertenece al menos 
a uno de los conjuntos f~: (A) “y f7*(B), es decir, f(x) figura 
al menos en uno de los conjuntos A y B; en: otras palabras, 
Íx)EAUB y, por lo tanto, xEf"*(AUB). 


teorrma 2. La imagen reciproca de la intersección de dos con- 
juntos es igual a la intersección de sus imágenes reciprocas: 


FUANB=F (A nf- (B). 


DEMOSTRACION. Si xEf= (ANB), debe ser F()EANB, o sea, 
FEA y Hoca; Ye pot lo tanto, Ef! (A) y x€f-'(B), es 
decir, xEFRUA)JN ÍA 

Vena Mn sef Aei (B), es decir, xEf"*(4) y 

Ef UB), entonces, f(x) € A [055 B, en otras palabras, 
IE An B). Por lo tanto, ref { 

Los teoremas | y 2 se verifican Pambién en el caso de la 
unión o intersección de un número arbitrario (finito o infinito) de 
conjuntos, 


TEOREMA 3. La imagen de la unión de dos conjuntos es igual 
a la unión de sus imágenes: 


F(AU B)=} (A)u f (B). 


DE poll Si y Ef (AU B), esto significa que y=f (x), donde 
x pertenece al menos a uno de los conjuntos A y B. Por con- 
siguiente, y=f(x)Ef(A)Uf(B). Viceversa, si yEFHA)JUF(B) 
entonces, y= f(x), donde x pertenece al menos a uno de los 
conjuntos Á y B, es decir,x € A U B y,por lo tanto, y = f(x) € (A U B). 
ale subrayar que la imagen de la intersección de dos con- 
juntos no coincide, en general, con la intersección de sus imágenes. 
Supongamos, por ejemplo, que la aplicación considerada representa 
la proyección del plano sobre el eje x. En este caso los segmentos 
0<x<l, y= 

0<x<l, y=1 
no se intersecan y, sin embargo, sus imágenes coinciden. 
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2. Partición en clases. Relación de equivalencia. En diferentes 
cuestiones tropezamos con la partición de unos u otros conjuntos 
en subconjuntos disjuntos dos a dos. Por ejemplo, se puede par- 
tir el plano (considerado como un conjunto de puntos) en rectas 
paralelas al eje x; podemos imaginarnos el espacio de tres di- 
mensiones como un conjunto de esferas concéntricas de distintos 
radios; se puede dividir a los habitantes de una ciudad determi- 
nada en grupos según el año de nacimiento, etc. 

Cada vez que un conjunto M se representa, de uno u otro 
modo, como la unión de subconjuntos disjuntos dos a dos, ha- 
blamos de la partición del conjunto M en clases, 

Comúnmente nos encontramos con particiones realizadas de 
acuerdo con uno u otro criterio, según el cual se unen en clases 
los elementos del conjunto M. Por ejemplo, la totalidad de los 
triángulos del plano se puede partir en clases de triángulos iguales o 
en clases de triángulos de la misma área; todas las funciones de 
x pueden partirse en clases agrupando en una misma clase todas 
las funciones que tienen el mismo valor en el punto dado x, etc. 

Los criterios, según los cuales se realiza la partición en clases 
de los elementos de uno u otro conjunto, pueden ser muy di- 
versos, Sin embargo, no son del todo arbitrarios. Supongamos, 
por ejemplo, que queremos partir en clases todos los números 
reales, incluyendo el número b en la misma clase que el número 
a si, y sólo si, b>a. Está claro que de esta forma no podre- 
mos obtener ninguna parti de los números reales en clases, 
ya que si b>a, es decir, si el elemento b debe ser incluido en 
la misma clase que a, entonces, a< b, es decir, el número a 
no se puede incluir en la misma clase que el número b. Además, 
como a no es mayor de sí mismo, ¡a no debe figurar en la clase 
con sí mismo! Otro ejemplo. Veamos si se puede partir en clases 
los puntos del plano incluyendo dos puntos en una misma clase 
si, y sólo si, la distancia entre eilos es menor de 1. Está claro 
que es imposible realizar esta partición, puesto que si la distan- 
cia entre a y b y entre b y c es inferior a 1, ello no significa, 
de ningún modo, que la distancia de a a c es menor de 1. Por 
eso, al incluir a en la misma clase con b y b en la misma clase 
con c, resultará que en una misma clase pueden aparecer dos 
puntos, la distancia entre los cuales es mayor a 1 

Los ejemplos dados sugieren las condiciones que aseguran 
que uno u otro criterio permite verdaderamente realizar la par- 
tición de los elementos de un conjunto en clases. 

Sea M un conjunto y sean «marcados» algunos de los pares 
(a, b) de elementos de este conjunto”. Si (a, b) es un par 


D Con la particularidad de que los elementos a y b se toman en un 
orden determinado, es decir, (a, 5) y (b, a) son, en general, pares distintos, 
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«marcado », diremos que el elemento a está ligado al elemento 
b por la relación q, lo que denotaremos con el simbolo azb. Por 
ejemplo, si se trata de la partición de los triángulos en clases 
de triángulos de la misma área, azb significa que «el triángulo 
a tiene la misma área que el triángulo b». Una relación 
se lama relación de equivalencia si, por sus propiedades, es: 

1) reflexiva: aga para todo elemento a € M; 

2) simétrica: si azb, entonces bga; 

H ponin si azb y bzc, entonces agc. 

tas condiciones son necesarias y suficientes para que la 

relación q (¡el criterio!) permita partir en clases el conjunto M. 
En electo, toda partición de un conjunto en clases determina 
una relación de equivalencia entre sus elementos: si agb signi- 
fica que «a se encuentra en la misma clase que b», es fácil 
probar que la relación y será reflexiva, simétrica y transitiva. 
Viceversa, si es una relación de equivalencia entre los elemen- 
tos del conjunto M, siempre obtendremos una partición de este 
conjunto en clases incluyendo en una misma clase aquellos 
elementos de M, y sólo aquellos, que son equivalentes. 

Efectivamente, sea K, la clase de elementos de M equivalentes 
a un elemento fijado a. De la propiedad reflexiva se desprende 
que el propio elemento a pertenece a la clase Ka. Probemos 
ahora que dos clases K, y K o bien coinciden o bien no tienen 
elementos comunes. Supongamos que existe un elemento c que 
pertenece simultáneamente a K, y Kp, es decir, caa y cgb. 

Entonces azc, debido a la propiedad simétrica, y 


agb y) 


debido a la propiedad transitiva. 

Si x es ahora un elemento arbitrario de K,, es decir, x5a, 
de (1) y de la propiedad transitiva se sigue que xẹ b, es decir, 
xEKyo 

De la misma forma se demuestra que todo elemento POS 
figura en K,. Por consiguiente, dos clases Ka y K, que tienen 
al menos un elemento común coinciden. De manera que a partir 
de la relación de equivalencia dada hemos obtenido efectiva- 
mente una partición del conjunto M en clases. 

El concepto de partición de un conjunto en clases está 
estrechamente vinculado al concepto de aplicación considerado 
en el punto anterior. 

Sea f una aplicación del conjunto A en el conjunto B. Si 
unimos en una misma clase todos aquellos elementos de A cuyas 
imágenes en B coinciden, obtendremos evidentemente una parti- 
ción del conjunto A. Viceversa, consideremos un conjunto arbi- 
trario A y alguna partición de este conjunto en clases. Sea B 
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la totalidad de clases en las que se ha partido el conjunto A. 
Si a cada elemento a€ A ponemos en correspondencia aquella 
clase (es decir, aquel elemento de B) a la que a pertenece, 
obtendremos una aplicación del conjunto A sobre el conjunto B. 

Ejemplos. 1. Consideremos la proyección del plano xy sobre 
el eje x. Las imágenes recíprocas de los puntos del eje x son 
las rectas verticales. Por consiguiente, a esta aplicacion le co- 
responde la partición del plano en rectas paralelas. 

2. Dividamos todos los puntos del espacio de tres dimensio- 
nes en clases incluyendo en una misma clase los puntos equidis- 
tantes del origen de coordenadas. De este modo, cada clase 
representa una esfera de un radio determinado. La totalidad de 
cstas clases puede identificarse con el conjunto de todos los 
puntos pertenecientes al rayo [O, 00). Por lo tanto, a la parti- 
ción del espacio tridimensional en esferas concéntricas le corres- 
ponde la aplicación de este espacio sobre una semirrecta. 

3. Agrupemos en una misma clase todos los números reales 
que tienen la misma parte fraccionaria. La aplicación que 
corresponde a esta partición representa la aplicación de la recta 
sobre la circunferencia de longitud unidad. 

El concepto de equivalencia es un caso particular del con- 
cepto más general de relación binaria que se define del siguiente 
modo. Sea M un conjunto arbitr: ignemos mediante M? 
el conjunto de todos los pares ordenados (a, b), donde a, b€ M. 
Se dice que en M se tiene una relación binaria y, si en M? se 
escoge un subconjunto R, arbitrario. Más exactamente, diremos 
que el elemento a está en relación q con el elemento b, y es- 
cribiremos agb, si, y sólo si, (a, b) pertenece a R,. Un ejemplo 
de relación binaria es la relación de identidad E consistente en 
que aEb si, y sólo si, a=b; en otras palabras, ésta es la rela- 
ción determinada por el subconjunto de pares de tipo (a, a). 
Está claro que toda relación de equivalencia ọ en un conjunto M 
es una relación binaria; pero no es arbitraria sino que verifica 
las siguientes condiciones: 

1) Todo par de tipo (a, a), donde a€M, pertenece a R, 
(condición reflexiva). 

2) Si (a, DJER, y (b, )€Re entonces también (a, c)ER, 
(condición transitiva). 

3) Si (a, b)€R,, entonces también (b, aJER, (condición 
simétrica). 

De manera que la relación de equivalencia es una relación 
binaria que cumple las condiciones reflexiva, transitiva y simé- 
trica. En el párrafo siguiente estudiaremos otro caso particular 
importante de relación binaria, la ordenación parcial. 


$ 4. CONJUNTOS ORDENADOS, NUMEROS TRANSFINITOS 33 


$ 4. CONJUNTOS ORDENADOS. NÚMEROS TRANSFINITOS 


En este párrafo exponemos varios conceptos relacionados con 
la idea de ordenación de los elementos de los conjuntos, timi- 
tándonos a dar las nociones elementales; una exposición más 
detallada se puede encontrar en la bibliografía que señalamos 
al final del libro. 

1%. Conjuntos parcialmente ordenados. Sea M un conjunto 
arbitrario y p una relación binaria en él. Se dice que ella es 
una relación de orden parcial si verifica la propiedad reflexiva: 
[(a, a)E Ry], la propiedad transitiva [si (a, DER, y (b, c)ER, 
entonces (a, c)ER,] y la siguiente condición conocida como 
propiedad antisimétrica: si ayb y bpa, entonces a=b. El orden 
parcial se denota generalmente por medio del símbolo <. De 
manera que a<b significa que el par (a, b) pertenece al con- 
junto R, correspondiente. Entonces se dice que el elemento a 
no supera a b o bien que está contenido en b. Un conjunto 
en el que está dado un orden parcial se dice parcialmente 
ordenado. 

Veamos ejemplo de conjuntos parcialmente ordenados. 

1. Todo conjunto puede considerarse, de un modo trivial, 
como un conjunto parcialmente ordenado aceptando que a< b 
si, y sólo si, a=b. En otras palabras, el orden parcial puede 
determinarse en cualquier conjunto mediante la relación binaria 
E gentu. E. Este ejemplo no es, por supuesto, de gran 
interés, 

2. Sea M el conjunto de todas las funciones continuas sobre 
el segmento [æ, BJ. Obtendremos evidentemente un orden par- 
cial ecards que [<g si, y sólo si, f (t) < g(t) para todo t, 
asish. 

3. Ej conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto 
dado resulta parcialmente ordenado si M, < M, significa que 

1 € My 
4. El conjunto de todos los números naturales resulta par- 
cialmente ordenado si a<b significa «b es divisible por a». 

Sea M un conjunto arbitrario parcialmente ordenado. En el 
caso de que a<b y a+b emplearemos el simbolo <, es decir, 
escribiremos a <b, y diremos que a es menor que b o bien a 
está contenido estrictamente en b. A veces en lugar de a<b 
emplearemos la denotación equivalente b>a y diremos en este 
caso que b es no menor que a (o mayor que a, si ba) o bien 
que b sigue a a. El elemento a de un conjunto parcialmente 
ordenado se denomina maximal si de a<b se deduce que b=a. 
El elemento a se llama minimal si de c<a se sigue que 
C=a, 


2 2150 
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Un conjunto parcialmente ordenado se llama dirigido si para cuales- 
quiera dos de sus puntos a y b existe un tercer punto c que los sigue 
(ac, bc) 

2”. Aplicaciones que conservan el orden. Sean M y M’ dos 
conjuntos parcialmente ordenados y f una aplicación biunivoca 
de M sobre M'. Diremos que esta aplicación conserva el orden, 
si de a<b, donde a, b€ M, se deduce que f(a) <f(b) (en M’). 
La aplicación f se lama isomorfismo de los conjuntos parcial- 
mente ordenados M y M’ si F(a) < f (b) se cumple cuando, y sólo 
cuando, a<b. Los propios conjuntos M y M’ se denominan en 
este caso isomorfos. 

Sea, por ejemplo, M el conjunto de los números naturales 
con el orden parcial señalado en el ejemplo 4 del punto 1 y sea 
M' el mismo conjunto, pero ordenado del modo natural, es 
decir, de manera que b>a si b—a es un número positivo. 
Entonces, la aplicación de M sobre M’, que a cada número n 
le pone en correspondencia ese mismo número, conserva el orden 
(pero no representa un isomorfismo). 

La propia relación de isomorfismo entre conjuntos parcial- 
mente ordenados es, evidentemente, una relación de equivalen- 
cia (ya que es simétrica, transitiva reflexiva). Por lo tanto, 
si tenemos una colección de conjuntos parcialmente ordenados, 
todos los conjuntos de esta colección '* pueden dividirse en clases 
de conjuntos isomorfos. Cuando lo que nos interesa no es la 
naturaleza de los elementos de los conjuntos, sino sólo el orden 
parcial que en ellos existe, se puede, claro está, considerar como 
idénticos dos conjuntos parcialmente ordenados isomorfos. 


3°, Conjuntos ordenados. Tipos ordinales. Puede suceder que 
siendo a y b elementos de un conjunto parcialmente ordenado 
no se cumpla ninguna de las relaciones a<b y b<a. En este 
caso se dice que los elementos a y b son incomparables, De ma- 
nera que la relación de orden resulta definida sólo para algunos 
pares de elementos y por eso hablamos del orden parcial. En 
cambio, si el conjunto parcialmente ordenado M no posee ele- 
mentos incomparables, decimos que M es un conjunto ordenado 
(linealmente ordenado, totalmente ordenado). Es decir, M es un 
conjunto ordenado, si está parcialmente ordenado y si para 
cualesquiera dos elementos distintos a, b€ M se tiene obligato- 
riamente que o bien a <b o bien b< a. 

Los conjuntos considerados en los ejemplos 1, 2, 3 y 4 del 


1 Nos abstenemos de emplear conceptos como «todos los conjuntos 
parcialmente ordenados» porque son, al igual que el concepto del «conjunto 
de todos los conjuntos», internamente contradictorios por su esencia y no 
pueden incluirse en concepciones matemáticas rigurosas. 
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primer punto son conjuntos parcialmente ordenados pero no or- 
denados. Ejemplos elementales de conjuntos ordenados son los 
números naturales, el conjunto de todos los números racionales, 
el conjunto de todos los números reales del segmento [0, 1], 
etc. (con las relaciones naturales de «mayor» y «menor» que exis- 
ten en estos conjuntos). 

Está claro que cualquier subconjunto de un conjunto ordenado 
también está ordenado. 

El orden es un caso particular del orden parcial y por eso 
a los conjuntos ordenados se puede aplicar el concepto de apli- 
cación que conserva el orden y, en particular, el concepto de 
isomorfismo. 

Se dice que unos conjuntos tienen el mismo tipo ordinal si 
son ordenados e Isomorios. De manera que el tipo ordinal es 
lo común que tienen todos los conjuntos ordenados isomoríos, 
de la misma forma que la potencia es lo común que tienen to- 
dos los conjuntos equivalentes (considerados independientemente 
de cualquier relación de orden que pueda existir en ellos). 

La serie de números naturales 1, 2, 3, ... con la relación 
natural de orden entre sus elementos es el ejemplo más elemen- 
tal de conjunto ordenado. Su tipo ordinal se acostumbra a de- 
notar con el símbolo œ, 

Dos conjuntos ordenados isomoríos tienen, por supuesto, la 
misma potencia (ya que el isomorfismo es una correspondencia 
biunívoca) peor eso se puede hablar de la potencia que responde 
al tipo ordinal dado (por ejemplo, al tipo œ le corresponde la 
potencia 8,). La afirmación recíproca, sin embargo, no es cierta: 
un conjunto de una potencia dada puede ser ordenado, en gene- 
ral, de diferentes modos. Sólo en el caso de conjuntos finitos 
el tipo ordinal queda determinado univocamente por el número 
n de sus elementos (y se denota también mediante n). Pero ya 
en el conjunto numerable de los números naturales es posible, 
además de su tipo «natural» o, considerar, por ejemplo, el siguien- 
te tipo: 


1,3, 8, ...,2,4, 6, .... 


cuando cualquier número par sigue a cualquier impar y los nú- 
meros pares e impares se ordenan entre sí por su magnitud. Se 
puede probar que a la potencia #, le corresponde una cantidad 
infinita, e incluso innumerable, de diferentes tipos ordinales. 


4, Suma ordenada de conjuntos ordenados. Sean M, y M, 
dos conjuntos ordenados y 0, y 0, sus tipos ordinales, respecti- 
vamente. En Ja unión M, U M, de ios conjuntos M, y M, se 
puede introducir un orden aceptando que cada par de elementos 
de M, está ordenado igual que en M,, que cada par de elemen- 


2 
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los de M, tiene el mismo orden que en M, y que cualquier 
elemento de M, precede a cualquier elemento de M,. (¡Comprué- 
bese que así queda efectivamente establecido un orden!) El con- 
junto ordenado obtenido de esta forma lo llamaremos suma or- 
denada de los sonjuntos M, y M, y lo designaremos M,- M,. 
Subrayemos que es importante el orden de los sumandos: la 
suma -M,-+ M, no es isomoría, en general, a Ja suma M, +M, 

Se dice que el tipo ordinal de la suma M, +M, es la suma 
ordenada de los tipos ordinales 0, y 0, y se denota mediante 


0,+0,. 
“Esla definición se puede fácilmente extender al caso de un 
número finito arbitrario de sumandos 0,, Bj, ..., O, 


Ejemplo. Consideremos los tipos ordinales œ y'n. Es fácil 
ver que n-+w=e; en efecto, si a la serie de los números natu- 
rales 1, 2, 3, -.., k, ... agregamos a su izquierda un número 
finito de elementos, obtendremos el mismo tipo ordinal o. Sin 
embargo, el tipo ordinal «w-++n, es decir, el tipo ordinal del 
conjunto 


EE E EE A EET S 
no es, evidentemente, igual a o. 


5°, Conjuntos bien ordenados. Números transfinitos. Hemos 
introducido anteriormente los conceptos de orden parcial y de 
orden. Ahora introduciremos un concepto más restringido, pero 
muy importante, el concepto de buen orden. 


pirinicion. Se dice que un conjunto ordenado está bien ordenado 
si cualquiera de sus subconjuntos no vacios tiene un elemento 
mínimo (es decir, un elemento que precede a todos los del sub- 
conjunto). 

Si un conjunto ordenado es finito, obviamente, está bien 
ordenado. Un ejemplo de un conjunto ordenado, pero no bien 
ordenado, nos ofrece la totalidad de los números racionales del 
segmento [0, 1]. Este conjunto, en sí, tiene un elemento mínimo, 
el número 0, pero el subconjunto suyo formado por los números 
racionales positivos no tiene elemento mínimo. 

Está claro que todo subconjunto (no vacio) de un conjunto 
bien ordenado está bien ordenado. 

El tipo ordinal de un conjunto bien ordenado se llama nú- 
mero ordinal (número ordinal transfinito o más brevemente 
transfinito ordinal, particularmente si se quiere subrayar que se 
trata de un conjunto infinito). 

La serie de los números naturales (con la relación de orden 
corriente) representa no sólo un conjunto ordenado sino bien 
ordenado. De manera que su tipo ordinal œ es número ordinal 
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(stransfinito!). También lo es w+k, es decir, el tipo del conjunto 
O S TOREN S 
Al contrario, el conjunto 

OEE A s (1) 
está ordenado, pero no está bien ordenado. Aquí todo subcon- 
junto no vacío tiene un elemento máximo (es decir, un elemento 
que sigue a todos) pero no tiene, en general, un elemento mí- 
nimo (por ejemplo, el conjunto (1), en sí, no lo tiene). El tipo 
ordinal (¡que no es un número ordinal!) del conjunto (1) suele 
denotarse mediante el símbolo w*. 

Demostremos la siguiente proposiicón, simple pero importante. 
LEMA 1. La suma ordenada de un número finito de conjuntos 
| bien ordenados es un conjunto bien ordenado. 

En efecto, sea M un subconjunto arbitrario de la suma or- 
denada M,+M,+...-+M, de conjuntos bien ordenados; con- 
sideremos el primero de los conjuntos M, que contiente 
elementos de M. La parte del conjunto M que figura en My 
representa un subconjunto del conjunto bien ordenado M, y, 


por lo tanto, tiene el primer elemento. Este será también el 
primer elemento de M. 


CoroLarto. La suma ordenada de números ordinales es un nú- 
mero ordinal. 

Podemos, entonces, a partir de ciertos números ordinales cons- 
truir números ordinales nuevos. Por ejemplo, partiendo de los 
números naturales (es decir, de los números ordinales finitos) 
y del número ordinal w, se pueden obtener los números ordinales 


otn, 040, 0+404+n, 0+0+0v, etc. 


El lector podrá construir sin dificultad los conjuntos bien 
ordenados correspondientes a estos transfinitos ordinales. 


Además de la suma ordenada de tipos ordinales se puede introducir el 
producto ordenado. Sean M, y M, dos conjuntos ordenados según los tipos 
a y Ôa. Tomemos varios ejemplares del conjunto Ma, uno por Cada ele- 
miento de Ma, y sustituyamos los elementos de M, por eslos ejemplares 
de My. El conjunto obtenido de este modo se Jlama producto ordenado de 
M, y M y se denota mediante M,-M,. Desde el punto de vista formal el 
cohjunto”M,:M, se compone de los pares (a. 2), donde a € M, y BE My 
aceptándose que (a. bi) < (aa, b) siempre que b, < b, (cualesquiera que 
sean a, a) y (21, 0) < (as, b) Si ay < as 4 
De 'un modo análogo se define el producto ordenado de un número finito 
arbitrario de factores M,-My-...-M y. El tipo orc 1 O dej producto M,-My 
de conjuntos ordenados se llama producto de los tipos ordinales 0, y 9a: 


9=8,-8,. 
El producto ordenado, al igual que la suma ordenada, no es conmutativo. 
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LEMA 2. El producto de conjuntos bien ordenados es un conjunto bien 
ordenado. 

Sea M un subconjunto cualquiera del producto My: My; el conjunto M 
está compuesto por pares (a, b). Consideremos los segundos elementos b de 
fodos los pares que figuran en M. Ellos formen un subconjunto de Ms. 
Puesto que Ma está bien ordenado. este subconjunto liene el primer ele 
mento, Denotémoslo mediante b, y consideremos todos los pares de M del 
tipo (a, by). Los primeros elementos a de estos pares forman un subconjunto 
en Mı. Puesto que M, está bien ordenado, entre ellos existe el primer 
elemento, Sea éste a,. Es fácil ver que el par (a,, by) será entonces el pri- 
mer elemento de M. 


COROLARIO. El producto ordenado de números ordinales es un número 


ordinal. 
Ejemplos. Se ve fácilmente que 0+0=0-2, 0+0+ 3. Es fácil 


también construir_los conjuntos ordenados según los tipos o-n, 42, tn, 
03, ¿+., 07, ... Todos estos conjuntos tienen potencia numerable. 

Se puede introducir, así mismo, otras operaciones con los tipos ordina- 
les como, por ejemplo, la potencia y considerar entonces números ordinales 


como, por ejemplo, ar”, qe”, ete. 


6”. Comparación de números ordinales. Si n, y n, son dos 
números ordinales finitos, o bien coinciden o bien uno es mayor 
que otro. Veamos cómo se puede extender esta relación de orden 
a los números ordinales transfinitos. 

Con este fin introduciremos los siguientes conceptos. Todo 
elemento a de un conjunto bien ordenado M determina el seg- 
mento inicial P= (la totalidad de elementos <a) y el resto Q = 
=(la totalidad de elementos > a). 

Sean æ y B dos números ordinales y M y N dos conjuntos 
de tipo a y fi, respectivamente. Diremos que =f si los con- 
juntos M y N son isomorfos, que «<B si M es isomorío a 
algún segmento inicial de N y que æ >P si, al contrario, N es 
isomorfo a un segmento inicial de M. 


teorema, Dos números ordinales a y f arbitrarios verifican 
una, y sólo una, de las relaciones: 


a=P,a<f o bien a>f. 


Para demostras esta proposición estableceremos, ante todo, el 
siguiente lema. 


1 

Lema, Si f es una “aplicación isomorfa “de un conjunto bien 

ordenado A sobre algún subconjunto suyo B, entonces f (a) >a 
para todo a€ A. 

En efecto, si existen elementos a € A tales que f (a) < a, entre 
ellos podremos encontrar el primero (¡tenemos buen orden!). Sea 
éste a, y sea b=f(0,). Entonces, b, <a, y, por ser f un iso- 
morfismo, f(b) < f(a,)=b, es decir, a, no sería el primero de 
tos elementos Con esta propiedad. 
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De este lema se deduce inmediatamente que un conjunto bien 
ordenado no puede ser isomorío a un segmento suyo, ya que si A 
fuese isomorfo al segmento determinado por el elemento a, ten- 
dríamos que f(a) <a. En otras palabras, las relaciones 


a=pya<p 


no pueden tener lugar simultáneamente. Del "mismo modo no 
puede ser a la vez a=P y a > $. Por otro lado, tampoco pue- 
den verificarse simultáneamente las relaciones 


a<pya>P 


ya que si esto fuese así, tendríamos (¡por la propiedad transi- 
tival) que «<a lo que, como hemos visto, es imposible. Hemos 
demostrado de esta forma que si se verifica una de las relaciones 
až las otras dos no se cumplen. Probemos ahora que una de 
estas relaciones siempre tiene lugar, es decir, que cualesquiera 
dos números ordinales son comparables. 

Consideremos para cada número ordinal œ el conjunto W («) 
de los números ordinales < œ. Los números que figuran en W (0) 
son comparables y el propio conjunto W (a) (ordenado según la 
magnitud de los números ordinales) es de tipo æ. En efecto, si 
el conjunto 


lA=4...,4, 00,0, -..) 


es dextipo æ, los números ordinales inferiores a æ corresponden 
biunívocamente, por definición, a los segmentos iniciales del con- 
junto A y, por consiguiente, a los elementos de este conjunto. 
En otras palabras, los elementos de un conjunto de tipo œ pueden 


ser numerados mediante los números ordinales inferiores a œ: 
A= (an Gps -~ -s yr de 


Sean ahora œ y fB dos números ordinales; entonces, A=W (a) 
y B= W ($) son conjuntos de tipo « y f, respectivamente. Sea, 
además, C=ANMB la intersección de los conjuntos A y B, es 
decir, la totalidad de números ordinales inferiores simultáneamente 
a «a y f. El conjunto C está bien ordenado; sea y su tipo. 
Demostremos que y=<w. En efecto, si C= A, entonces y= 
si CA tendremos que C es un segmento del conjunto A y por 
eso 


y<a. 


Efectivamente, para todos los €C, n€ ANC los números E y y 
son comparables, es decir, £>=n. Pero es imposible que sea 
n<E<«, ya que en este caso tendríamos y €C. Por lo tanto, 
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<n, lo cual significa que C es un segmento del conjunto A y 
que y <a. Además, y es el primer elemento del conjunto AN C. 
De manera que 


y <a y, análogamente, y <P. 


Ahora bien, no puede ocurrir que y <a y y <P, ya que en 
este caso tendríamos que 
YEANC, yEBNC, 


es decir, por una parte, yEC y, por otra, y€ANB=C, Por 
consiguiente, sólo pueden darse los siguientes casos 

y=2% y=B a=f, 

1=% Y<, a<p, 

1<% v=P «>, 
es decir, a y ff son comparables. El 'eorema queda demostrado. 

Puesto que a cada número ordinal le corresponde una potencia 
determinada y puesto que la comparabilidad de los números or- 
dinales implica, obviamente, la comparabilidad de las potencias 
correspondientes, llegamos al siguiente resultado: 

Si A y B son dos conjuntos bien ordenados, entonces, o bien 
son equivalentes (tienen la misma potencia) o bien la potencia de 
uno es mayor que la potencia del otro (en otras palabras, los con- 
juntos bien ordenados no pueden tener potencias incomparables). 

Consideremos la totalidad de todos los números ordinales 
correspondientes a la potencia finita o numerable. Ellos forman 
un conjunto bien ordenado. Es fácil ver que este conjunto es, 
en sí, no numerabie. En efecto denotemos, según se acostumbra 
comúnmente, mediante «, el tipo ordinal del conjunto de todos 
los transfinitos numerables. Si la potencia correspondiente a este 
tipo fuese numerable, también sería numerable el conjunto de 
tipo ordinal «w,+1. Pero es obvio que el número o, sigue a todos 
los transfinitos correspondientes a la potencia finita o numerable. 

Designemos mediante W, la potencia correspondiente al trans- 
finito ordinal œ, Es fácil ver que no puede existir ni una po- 
tencia m que verifique la desigualdad 


N< MN. 
Verdaderamente, si hubiese tal m, en el conjunto W (w,) de todos 
los transfinitos ordinales precedentes a w, tendría que existir un 
subconjunto de potencia m. Este subconjunto estaría bien orde- 
nado y sería no numerable. Pero entonces su tipo ordinal a 
tendría que preceder aa, y, al mismo tiempo, seguir a lodos 
si 


los transfinitos numerables. Esto contradecería a la definición 
de w, 
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7. Axioma de elección, teorema de Zermelo y otras proposi- 
ciones equivalentes a ellos. El hecho de que tas potencias de dos 
cualesquiera conjuntos bien ordenados son obligatoriamente com- 
parables sugiere el siguiente planteamiento: ¿es posible establecer 
de alguna manera un buen orden en un conjunto cualquiera? Esto 
permitiría afirmar que no existen potencias incomparables. Una 
respuesta positiva a este problema fue dada por Zermelo quien 
demostró que todo conjunto puede ser bien ordenado. Con este 
teorema está vinculada una serie de problemas profundos y de 
principio. Esto se debe a que su demostración (que no la daremos 
aquí) se basa, de un modo esencial, en el llamado axioma de 
elección que consiste en lo siguiente: 

Si tenemos un conjunto cualquiera M, existe una función y 
que pone en correspondencia a todo subconjunto no vacio AcM 
un elemento determinado (A) de este subconjunto. 

Uno de los problemas más complejos y discutidos que surgen 
al fundamentar la teoría de los conjuntos es la legalidad de 
aplicar este axioma a conjuntos arbitrarios en los razonamientos 
que se hacen. No tenemos posibilidad de entrar aquí en su dis- 
cusión. Observaremos, sin embargo, que la renuncia al axioma 
de elección restringe, de manera muy esencial, la posibilidad de 
diferentes construcciones en la teoría de los conjuntos. 

Enunciemos algunas proposiciones, cada una de ellas equiva- 
lente al axioma de elección (es decir, cualquiera de ellas puede 
ser demostrada si se acepta el axioma de elección y, viceversa, 
el axioma de elección puede ser demostrado si se toma por ver- 
dadera alguna de estas proposiciones). Es obvio, ante todo, que 
una de estas proposiciones es el propio teorema de Zermelo. En 
efecto, si suponemos que el conjunto M está bien ordenado, 
suficiente para construir la función (4), cuya existencia se afir- 
ma en el axioma de elección, tomar el primer elemento en cada 
subconjunto Ac M. 

Antes de enunciar las demás proposiciones equivalentes al 
axioma de elección introduciremos los siguientes conceptos. Sea 
M un conjunto parcialmente ordenado. Todo subconjunto suyo A 
canes dos elementos cualesquiera son comparables (en el sentido 
del orden parcial existente en M) se llama cadena. Una cadena 
se llama maximal si no forma parte propia de ninguna otra ca- 
dena perteneciente a M. Finalmente, diremos que el elemento a 
del conjunto parcialmente ordenado M es una cota superior del 
subconjunto M'a M si cualquier elemento a’ € M' es menor que a. 


TEOREMA DE HAUSDORES. Toda cadena de un conjunto parcial- 
mente ordenado está contenida en alguna de las cadenas maxi- 
males de este conjunto. 
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El siguiente teorema es, posiblemente, la forma más conve- 
niente de las proposiciones equivalentes al axioma de elección. 


TEOREMA DE ZORN. Si toda cadena de un conjunto parcialmente 
ordenado M admite una cota superior, lodo elemento de M pre- 
cede a un elemento maximal. 

No reproduciremos aquí la demostración de la equivalencia 
de todas estas proposiciones (el axioma de elección, el teorema 
de Zermelo, el teorema de Hausdorfí y el teorema de Zorn). 


Si el conjunto de las cotas superiores del subconjunto A tiene elemento 
mínimo a, se dice que a es la cofa Superior minima del subconjunto A; de 
un modo análogo se define la cota inferior máxima, Un conjunto parcial- 
mente ordenado se llama retículo o estructura si todo subconjunto finito no 
vacío de él admite cota superior mínima y cota inierior máxima. 


8”. Inducción transfinita, Un método ampliamente extendido 
de demostración de unas u otras proposiciones es el método de 
inducción matemática. Como se sabe, consiste en lo siguiente. 
Supongamos que se tiene una proposición P(n) que se enuncia 
para cada número natural n y supongamos que: 

1) La proposición P(1) es cierta. 

2) Bajo la hipótesis de la validez de P (k) para todo k<n, 
se deduce que Pín-+1) es cierta. 

Entonces, la proposición P (n) es válida para todos los n= 1, 
2, ...,1t, «.. « En efecto, en el caso contrarlo podríamos encontrar 
entre aquellos n para los cuales P(n) no es cierta el número 
minimo, digamos, n, Es obvio que n, > 1, es decir, n,—1 es 
también un número natural, y esto contradice a la condición 2). 

Se puede emplear un método análogo sustituyendo la serie 
de los números naturales por un conjunto bien ordenado cual- 
quiera. En este caso de habla de la inducción transfinita. De 
manera que el método de inducción transfinita consiste en lo 
siguiente. Sea A un conjunto bien ordenado (se puede considerar, 
si se quiere, que es el conjunto de todos los transfinitos ordinales 
inferiores a uno dado) y sea P(a) una proposición que se enuncia 
para todo aG A y tal que P (a) es cierta para el primer elemento 
de A y es cierta para a si es válida para todos los elementos 
precedentes al elemento a. Entonces, P(a) es cierta para todo 
ag A. Efectivamente, si en A existiesen elementos para los cuales 
P(a) no se cumple, podríamos encontrar en el conjunto formado 
por ellos el primer elemento, digamos a*, y obtendríamos una 
contradicción ya que para todos los elementos a<a* la propo- 
sición P (a) sería cierta. 

La inducción transfinita puede, en principio, aplicarse a un 
conjunto cualquiera, ya que éste puede ser bien ordenado de 
acuerdo con el teorema de Zermelo. Sin embargo, en la práctica 
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conviene más, casi siempre, sustituirlo por el teorema de Zorn, 
donde sólo se necesita la existencia de un orden parcial en el 
conjunto considerado. 
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1°, Anillo de conjuntos. Se llama sistema de conjuntos a todo 
conjunto cuyos elementos son, en sí, ciertos conjuntos. Si no se 
especifica lo contrario, estudiaremos sistemas cuyos elementos 
son cada uno un subconjunto de cierto conjunto fijado X. Deno- 
taremos los sistemas de conjuntos con letras góticas mayúsculas. 
Serán de interés precios! para nosotros aquellos sistemas de 
conjuntos que resultan cerrados respecto a las operaciones intro- 
ducidas en el $ 1. 


DEFINICION 1. Un sistema no vacío de conjuntos R se ilama anillo 
si de AER y BER se deduce AABER y ANBER. 
Puesto que para cualesquiera dos conjuntos A y B 


AUB=(AAB)A(ANB) 
y 
AXB=AA(ANB), 

resulta qe si AER y BER, también pertenecen a R los con- 
juntos AUB y AMB. Consecuentemente, un anillo de conjuntos 
es un sistema de conjuntos invariante respecto a las operaciones 
de unión e intersección y de resta y diferencia simétrica. Es obvio 
que todo anillo es, además, invariante respecto a la operación 


de toda unión o intersección finitas, es decir, respecto a las ope- 
raciones del tipo 


ta 
c=U4A4D=N 4. 


A hr 


Todo anillo contiene el conjunto vacio Ø ya que siempre 
ANA= 2. El sistema que consta sólo del conjunto vacío repre- 
senta el menor anillo de conjuntos posible. 

Un conjunto E se llama unidad del sistema de conjuntos € 
si pertenece a S y si, además, para todo AES se verifica la 
igualdad 


» Los conceptos que se introducen en esto párrafo serán empleados en 
el capitulo VI al exponer la teoría general de la medida, Por eso este párrafo 
puede ser estudiado más tarde. Aquellos lectores que piensan, al estudiar la 
teoría de la medida, limitarse sólo a la medida sobre el plano ($ 1 del ca- 
pítulo VI) pueden omitirlo completamente. 
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ANE=A. 


De manera que la unidad de un sistema de conjuntos S no 
es otra cosa que el conjunto maxima! de este sistema que con- 
tiene todos los demás conjuntos que figuran en S. 

Un anillo de conjuntos provisto de la unidad se denomina 
álgebra de conjuntos. 

Ejemplos. 1. Cualquiera que sea el conjunto A, el sistema 
M(A) de todos subconjuntos suyos representa un álgebra de 
conjuntos siendo la unidad el conjunto £= A. 

2. Cualquiera que sea el conjunto no vacio A, el sistema 
(6, A} formado por el conjunto A y el conjunto vacío Ø re- 
presenta un álgebra de conjuntos siendo la unidad el conjunto E = A. 

3. El sistema de todos los subconjuntos finitos de un conjunto 
arbitrario A es un anillo de conjuntos. Este anillo representará 
un álgebra si, y sólo si, el propio conjunto A es finito. 

4. El sistema de todos los subconjuntos acotados de la recta 
númerica es un anillo de conjuntos sin unidad. 

Directamente de la definición de un anillo de conjuntos se 
desprende el teorema siguiente : 


teorema 1. La intersección R=UN, de un conjunto cualquiera 
de anillos es también un anillo. 


Demostremos un resultado simple pero de importancia para 
lo sucesivo. 


TEOREMA 2. Cualquiera que sea el sistema no vacío de conjuntos € 

| existe un anillo y sólo uno, R(S) que contiene © y está con- 
tenido en cualquier anillo R que contiene ©. 

pemostracion. Es fácil ver que el anillo R(E) se determina 

unívocamente por el sistema E. Para demostrar la existencia 


de este anillo, consideremos la unión x=Yya de todos los 


ase 
conjuntos A que figuran en Œ y el anillo W (X) de todos los 
subconjuntos del conjunto X. Sea )) la totalidad de los anillos 
de conjuntos que están contenidos en M(X) y contienen ©. La 
intersección 


y=Nx 
Rey 


de todos estos anillos será precisamente el anillo R(3). 

En efecto, cualquiera que sea el anillo R* conteniendo ©, 
la intersección R=R*NM(X) será un anillo de Y y, por 
consiguiente, 

EcRicR*, 
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es decir, $ verifica realmente la condición de ser el anillo mi- 
nimal, Este anillo se llama anillo minimal sobre el sistema € 
y se denota R(S). 


2°. Semianillo de conjuntos. En varios problemas, por ejemplo, 
en la teoría de medida, desempeña un papel importante, además 
del concepto de anillo, el concepto más general de semianillo 
de conjuntos. 


DEFINICION 2. Un sistema de conjuntos & se llama semianillo si 
contiene el conjunto vacío Ø , está cerrado respecto a la operacción de 
intersección y cumple la siguiente propiedad: si A y A,CA pertene- 


cen a S, se puede representar el conjunto A en la forma A= UA, 


ami 
donde Az son conjuntos de € disjuntos dos a dos y el primero 
de ellos es el conjunto dado A,. 

Todo sistema de conjuntos disjuntos dos a dos A,, Az, ..., An 
cuya unión es el conjunto dado A se llamará, en lo sucesivo, 
descomposición finita dei conjunto A. 

Todo anillo de conjuntos R es un semianillo ya que si A y 
A,cA figuran en N, tiene lugar la descomposición 


A=A,UA,, donde A,=AN A, ER. 


Un ejemplo de un semianillo que no es anillo de conjuntos 
obtendremos al tomar la totalidad de los intervalos (a, 6), los 
segmentos (a, b] y los semisegmentos [a, b) y (a, b] de la recta 
numérica’). 

Veamos algunas propiedades de los semianillos de conjuntos. 


LEMA 1. Supongamos que los conjuntos Ay, Ay...» Am A per- 
tenecen al semianillo © y que, además, los conjuntos A; son sub- 
conjuntos de A disjuntos dos a dos. Entonces, los conjuntos 
A¿(l=1,2, ...,n) se pueden tomar como los n primeros miembros 
en la descomposición finita 


A=UaA, s>n, 
ros 


del conjunto A siendo todos los A,€S. 


pemostracion . Emplearemos el método de inducción matemática. 
Para n=1 la afirmación del lema es válida de acuerdo con la 
definición de semianillo. Supongamos que esta proposición es 


2) En los intervalos se incluye, por supuesto, el intervalo e vacío » 
(a, a) y en los segmentos, el segmento compuesto por un solo punto (a, aj. 
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cierta para n=m y consideremos m-+1 conjuntos Ay, 
Ansı que verifican las condiciones del lema. Por hipótesis: 


A=A,UA,U... UAn UB, UB, ts 


donde todos los conjuntos B, (g=1, 2, .... p) pertenecen a E. 
Tomemos 
B, 


De acuerdo con la defi 
posición 
B,=B,UBnU...UBr,, 


as N Bg 
ón de semianillo tiene lugar la descom- 


donde todos los B,; pertenecen a 3. Es fácil ver que 
por 
A=4A,U... UAn UAn UU Ú Boy 
q=1 J52 


De modo que hemos demostrado la afirmación del lema para 
n=m+1 y, por consiguiente, para todo n. 


LEMA 2. Ba quie que sa el sistema finito de conjuntos 
pertenecientes al semianillo ©, existe en © un 


Sistema "finito de conjuntos B,, ..., Bp disjuntos dos a dos, 
tal que todo A, se puede representar mediante la unión 
A-= UB, 
"eMe 


de algunos de los conjuntos B,- 


pEmosTRACION, Para n=1 el lema resulta trivial, ya que es 
suficiente tomar, en este caso, (=1 y B,=A,. Supongamos que 
el lema es cierto para n=m y consideremos en $ un sistema 


de conjuntos 4,, ..., Ams Ams, cualquiera. Sean B,,B,,..., By 
los conjuntos de © que verifican las condiciones del lema res- 
pecto a Aj, Az, ..., Aj. Tomemos 


Ba= Ant NBs 
En virtud del lema 1 tiene lugar la descomposición 
t 4 
An = UBU UB”, BEE, 0) 
sai =i 
y de acuerdo con la definición propia de semianillo, la descom- 


posición 
B,=BaUBa U --. UB,» ByES. 
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fácil ver que 


n 
A= U UB,, k=l, 2, -....m 


Ma j=l 
y que los conjuntos 


Bsp Bp 
son disjuntos dos a dos. Es decir, los conjuntos B,,, B; verifican 
las condiciones del lema respecto a Aj, ..., Am Anpi. El lema 


queda demostrado. 
3°, Anillo engendrado por un semianillo. Hemos visto ya en 
el primer punto que para todo sistema de conjuntos S existe un 
anillo minimal, y sólo uno, que contiene a 3. Sin embargo, no 
es fácil construir de hecho a partir de S el anillo R(S) en el 
caso de un sistema © arbitrario. Esto resulta posible en el im- 
portante caso cuando S representa un semianillo, como se ve 
del siguiente teorema. 
TEOREMA 3. Si E es un semianillo, R(S) coincide con el siste- 
ma 3 de conjuntos A que admiten descomposiciones finitas 


A-Ua, 
PS] 
en conjuntos A€ E. 


DEMOSTRACION, Comprobemos que el sistema 3 forma un anillo. 
Si A y B son conjuntos cualesquiera de 3, tienen las descompo- 
siciones 


A=UA, B=UB, 4,€5, BES. 
pS] 5i 
Puesto que © es un semianiilo, los conjuntos 
Cu=A uB; 


también pertenecen a ©. En virtud del lema 1 existen las des- 
composiciones 


A/=Uc,u UD: B;=U Cyu U En 2 
Ta eS 


donde Di» Ey ES. De (2) se desprende que los conjuntos A N B 
y AAB admiten las descomposiciones siguientes: 


AnB=UC,, AAB=U Dau U En 
bj ik ht 
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es decir, pertenecen a 3. Por lo tanto, 3 es realmente un anilo; 
es obvio que entre los anillos que contienen S, éste es el anillo 
minimal. 


4°. Algebras de Borel. En varios problemas, en la teoría de 
la medida, en particular, es preciso considerar la unión e inter- 
sección de una cantidad numerable, y no sólo finita, de conjuntos. 
Por eso conviene introducir los siguientes conceptos, además 
del de anillo de conjuntos. 


perinicion 2, Un anillo de conjuntos se lama o-anillo si junto 
con toda sucesión de conjuntos Aj Aj» -..» Am +=» Contiene 


la unión 
s=UA,. 


DEFINICION 4. Un anillo de conjuntos se llama 6-anillo si junto 
con toda sucesión de conjuntos A,, Ay .... An» +... Contiene 


la intersección 
D= f) A. 


Es natural llamar a-á/gebra a todo ø-anillo con unidad y 
-álgebra a todo 6-anillo con unidad. Es fácil ver, sin embargo, 
que estos dos conceptos coinciden: toda o-álgebra es al mismo 
tiempo una -álgebra y toda S-álgebra, una ¿o-álgebra. Esto se 
deduce de las relaciones de dualidad : 


UA, =E NU ENA) 


Naa EN U ENA) 


(véase el $ 1). Las &-álgebras o, que es lo mismo, las o-álgebras 
suelen llamarse álgebras de Borel o, simplemente, B-álgebras. 

El ejemplo más sencillo de una B-ólgebra es la totalidad de 
los subconjuntos de un conjunto A. 

Si se {iene un sistema de conjuntos S, siempre existe al 
menos una B-álgebra que contiene este sistema. En efecto, pon- 


gamos 
=Ua 
aza 
y consideremos el sistema B de todos los subconjuntos del 
conjunto X. Está claro que Y es una B-álgebra que 
contiene E. Si 3 es una B-álgebra arbitraria que contiene Y 
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y X es su unidad, todo AES está contenido en X y, por con- 


siguiente, X= AcX. Una B-álgebra $ se llama irreducible 
Ake 
(respecto al sistema E) cuando X=U A. En otras palabras, 
ra 

una B-álgebra irreducible es una B-álgebra que no contiene 

puntos no pertenecientes a ninguno de los conjuntos A€€. Es 

natural limitarse siempre a considerar sólo estas B-álgebras. 
Para las B-álgebras irreducibles tiene lugar un teorema aná- 

logo al teorema 2 demostrado anteriormente para los anillos. 


Teorema 4. Cualquiera que sea el sistema de conjuntos no vacio 
E existe una B-álgebra B (E) irreducible (respecto a este sistema) 
que contiene © y está contenida en cualquier B-álgebra que 
contiene E. 


LA DEMOSTRACION se realiza exactamente del mismo modo que 
la demostración del teorema 2. La B-álgebra B(S) se llama 
B-álgebra minimal sobre el sistema E o clausura boreliana del 
sistema Š. 

En el Análisis desempeñan un papel importante los llamados 
conjuntos de Borel o B-conjuntos, es decir, los conjuntos de la 
recta numérica pertenecientes al B-álgebra minimal sobre la to- 
talidad de los segmentos [a, b}. 


5”. Sistemas de conjuntos y aplicaciones. Señalemos algunos 
resultados que nos harán falta al estudiar las funciones medibles, 
Sea y=f(x) una función definida sobre el conjunto M y que 
toma valores en el conjunto N y sea M algún sistema de sub- 
conjuntos del conjunto M. Designemos mediante f(W) el sistema 


So: 


Observaciones finales. La teoría de conjuntos surge como una rama de 
las Matemáticas en los trabajos del matemático alemán Georg Cantor. Las 
ideas de Cantor, recibidas primero con desconfianza, obtienen más tarde 
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una amplia divulgación y en el siglo veinte el punto de vista de la teoría 
de conjuntos se convierte en base de las más diferentes ramas de las Male- 
máticas: conceptos tan fundamentales como grupo, anillo, cuerpo, espacio 
lineal, etc., se definen generalmente como conjuntos compuestos por elemen- 
tos de una naturaleza arbitraria que verifican unos u otros axiomas comple- 
mentarios, En el desarrollo sucesivo de la teoría de conjuntos surgieron 
ias dificultades lógicas y esto condujo, naturalmente, a tratar de susti- 
tuir la teoría de conjuntos «ingenua > por construcciones a: máticas rigu- 
rosas. Aquí resultó que algunos problemas de la teoría de conjuntos que, 
al parecer, admiten una solución determinada de tipo «si» o eno», tienen, 
en realidod, otra naturaleza. Uno de ellos es el famoso problema de con- 
tinuo; ¿existen potencias no numerables inferiores al continuo? Basándose 
en cierta axiomática (en la discusión de la cual no podemos aquí entrar), 
Gödel demostró que la solución negativa de este problema no contradice 
a la teoría axiomática mencionada y, más tarde, Cohen demostró que su 
Solución positiva no es contradictoria en el mismo sentido, 

La teoría de conjuntos se expone, con mayor o menor detalle y genc- 
ralidad, en varios libros de texto. 


CAPITULO 
Il 


ESPACIOS METRICOS 
Y TOPOLOGICOS 


$ 1. CONCEPTO DE ESPACIO MÉTRICO 


1°, Definición y ejemplos principales. Una de las operaciones 
principales del Análisis es el paso al límite. Esta operación des- 
cansa sobre el hecho de que en la recta númerica está definida 
la distancia entre dos puntos. Muchos resultados principales del 
Análisis no tienen nada que ver con la naturaleza algebraica 
del conjunto de los números reales (es decir con el hecho de que 
forman un cuerpo) y sólo se apoyan en aquellas propiedades de 
los números reales que están relacionadas con el concepto de 
distancia. Generalizando la interpretación de los números reales 
como un conjunto en el que se ha definido la distancia entre 
sus elementos, air al concepto de espacio métrico, uno de 
los conceptos más importantes de la matemática moderna. 
A continuación exponemos los resultados fundamentales de la 
teoría de los espacios métricos y de sus generalizaciones, los 
espacios topológicos. Los resultados de este capítulo son esencia- 
les para toda la exposición ulterior. 


perinicion, Un espacio métrico es un par (X, p), compuesto de 
un conjunto (espacio) X de elementos (puntos) y de una distancia, 
es decir, una función unívoca real y no negativa p(x, y) defi- 
nida para dos cualesquiera elementos x e y de X y que verifica 
las tres condiciones siguientes : 

1) p(x, y)=0 si, y sólo si, x=y, 

2) (axioma de simetría): p(x, y)=P (4, x) 

3) (axioma triangular): p(x, D< p(x, D+ pU 2) 

1 propio espacio métrico, es decir, el par (x, p), lo deno- 

taremos, como regla general, mediante una letra: 


R=(X, p- 
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En los casos en que la equivocación esté excluida denotaremos 
frecuentemente el espacio métrico con el mismo símbolo X que 
describe la «reserva de puntos». 

Señalemos ejemplos de espacios métricos. Algunos de estos 
espacios desempeñan un papel muy importante en el Análisis. 

l. Tomando para los elementos de un conjunto arbitrario 


JO six=4, 
P D=] a, si y, 
obtendremos, evidentemente, un espacio métrico que puede ser 
denominado espacio de puntos aislados. 
2. El conjunto de los números reales con la distancia 
p(x y=1:—yl 


forma el espacio métrico R!. 
3. El conjunto de grupos ordenados de n números reales 


E) 


ewy 2 


se denomina espacio aritmético euclideo de n dimensiones R". Es 
evidente que en R” se verifican los axiomas 1 y 2. Demostremos 
que en R” también se cumple el axioma triangular. 

Sean x= (£,, . + Ya) y 2=(21 -s 20); eno 
tonces el axioma escribir en la forma: 


Vi Bans Vi + Bear O 


Si tomamos y¿—X¿=0, Y 24 —Y:=6bj, tendremos 24-—Xp= 
= a+b, y la desigualdad (2) obtiene la forma: 


Vhorwesy Fary da. 0 


Pero esta desigualdad se deduce inmediatamente de la conocida 


con la distancia 


(0) 
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desigualdad de Cauchy —Buniakovski Y: 


(É an) < $a Lu É 


a£ 


En efecto, de acuerdo con esta desigualdad tenemos 


Sato Sat Sant ns Sat 
2 Dat Baht RS Y 


ny ¿a Zu Lay Zay En): 


con esto queda demostrada la desigualdad (3) y, por consiguiente, 
la desigualdad (2). 

4, Consideremos el mismo conjunto de grupos ordenados 
de n números reales x= (x; -.., Xp), pero definiendo la dis- 
tancia en él mediante la fórmula 


amy È ltal- 6) 
a 


Se ve inmediatamente que se cumplen los axiomas 1, 2 y 3. 
Denotaremos este espacio métrico con el símbolo Rf. 

. 5. Tomemos de nuevo el conjunto de los ejemplos 3 y 4 
definiendo la distancia entre sus elementos mediante la fórmula 


Pal y= max |1—zal- (6) 


Es evidente que se cumplen los axiomas 1, 2 y 3. Para 
muchas cuestiones del Análisis este espacio, que denotaremos Rẹ, 
es no menos cómodo que el espacio euclídeo R”. 

Los tres últimos ejemplos muestran que a veces es importante 
tener, en efecto, diferentes denotaciones para el espacio métrico 
y para el conjunto de sus puntos, ya que una misma reserva de 
puntos puede ser metrizada de diferentes maneras. 

6. El conjunto Ca, o] de todas las funciones reales continuas 
definidas en el segmento [a, b] con la distancia 


pf g= max [g(0—F(0)! n 
octet 


» La desigualdad de Cauchy—Buniakovski se sigue de la identidad 
n 


(Èe) -Fa E-i Y Y tay, 
E 


imi ka ia ja 
que se puede comprobar directamente. 


54 CAP. 11. ESPACIOS METRICOS Y TOPOLOGICOS 


también forma un espacio métrico. Los axiomas 1, 2 y 3 se 
comprueban directamente, Este espacio desempeña un papel muy im- 
portante enel Análisis. Lo denotaremos con el mismo símbolo Cra, s) 
que empleamos para el conjunto de los puntos de este espacio. 
n lugar de Cf, y) escribiremos simplemente C. 

7. Designemos mediante /, el espacio métrico cuyos puntos 

son todas las sucesiones 
La (ae ar ie 


-) 


de números reales que verifican la condición 


È a< o 
A 
y en el que la distancia viene dada por 
pi )= VE (A (8) 


La función p(x, y) así definida tiene sentido para todos x, y € ly 


ya que la serie 2 (Y —x1)" converge siempre! que 2 x< oo 
S a 


$ 2 yi<oo; esto se desprende de la siguiente desigualdad 
= 


elemental 
(ek Ya)? <2 (18 + yd). 


Al mismo tiempo vemos que si (%,, Xy -s Xm =- -) € (Yu Yo <> 
Un» -- +), pertenecen a l, también (X,Y -+s Xu Yn -+ +) Elo 
Comprobemos ahora que la función (8) verifica los axiomas de 
espacio métrico. Los axiomas 1 y 2 son evidentes y el axioma 3 
adquiere en este caso la forma 


V Zow<y Foor+Y uo 0 


De acuerdo con lo dicho anteriormente converge cada una de las 
tres, series que aquí figuran. Por otro lado para todo se verifica 
la desigualdad 


V Few<Y/ Semey Žun 


(véase el ejemplo 4). Pasando al límite para n— coo obtene- 
mos (9), es decir, la desigualdad triangular en },. 
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8. Consideremos, al igual que en el ejemplo 6, el conjunto de 
todas las funciones continuas en el segmento fa, b], pero definien- 
do la distancia de otro modo, a saber 


py > 


Su Osora) ` (10) 

Este espacio métrico lo denotaremos Cia, y y lo Mamaremos 
espacio de funciones continuas con métrica cuadrática, Los axio- 
mas 1 y 2 del espacio métrico son otra vez evidentes, mientras 
que el axioma triangular se deduce directamente de la desigual- 
dad de Cauchy—Buniakovski en su forma integral ” 


e 1 è 
($ x0yd) <I x (t) dt- y Wat. 


9. Consideremos el conjunto de todas las sucesiones acotadas 
x= (X, Xa ..) de números reales. Admitiendo 


rXm 


pi y= t haal an 


obtenemos un espacio métrico que denotaremos m. Los axio- 
mas 1, 2 y 3 se verifican evidentemente. 
10. El conjunto de todos los grupos ordenados de n números 
reales con la distancia 
è yu 
ento Sina) 02 


donde p es un número fijo arbitrario >1, representa un espacio 
métrico que denotaremos Rf”. También en este caso es obvio 
que se verifican los axiomas 1 y 2. Comprobemos el axioma 3. 

A Y= (Was Yas - -+1 Ya) Y Z= (Zir Zar -+ 2a) 
tres puntos de R, Pongamos 


Y =p 2 Y = by 
La desigualdad 
Pp(%, 2) < pp (% Y) + Pp (Y, 2) 


V Este desigualdad puede obtenerse, por ejemplo, de la siguiente iden- 
tidad que se comprueba Fácilmente 


è E b mm 
($ 0404 ) enamore. 
? dE za 
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que debemos demostrar puede representarse entonces en la forma 


n Yo a a/p a yo 
(3 latt) <($ ia) HE 16) - 3 
Esta es la desigualdad de Minkowski. Para p=1 la desigualdad 
de Minkowski es obvia (el valor absoluto de la suma no sobre- 
pasa la suma de los valores absolutos) y, por consiguiente, pode- 
mos tlimitarnos a considerar el caso p>1%. 

La demostración de la desigualdad (13) para p>! se basa 
en la desigualdad de Hólder: 


z ZN Sa 
¿las Biar) (Si) 


donde los números p>1 y q> 1 cumplen la condición 


(15) 
Observemos que la desigualdad (14) es homogénea. Ello sig- 
nifica que si se cumple para dos vectores cualesquiera 
a= (Ay, as +. 105) y b= (b, byr o» bn) 


también se verifica para los vectores ìa y pb, donde A y p son 
números arbitrarios. Por eso es suficiente demostrar la desigual- 
dad (14) para el caso de que 


1 4 
prre 


Žiar = opt. 16) 


Supongamos, pues, que se cumple la condición (16); demos- 


tremos que 


2 labs] <1. (17) 


Consideremos en el plano (E, n) la curva dada por la ecuación 
y=E"-1(£>0), o, que es lo mismo, por la ecuación E=n9-1 
(fig. 8). Del dibujo se ve claramente que para cualesquiera valo- 
res positivos a y b será S, +S, >ab. Calculemos las áreas $, y S,: 


a 


a ñ 
sjete, S,= f -d= 
š z 


» Para p< 1 la desigualdad de Minkowski no tiene lugar, En otras 
palabras. si prelendiéramos considerar el espacio REP para p< l, en este 


espacio no se cumpliría el axioma triangular. 
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Por lo tanto, se verifica la siguiente desigualdad numérica 


SA 
-DEs+ T 
Poniendo a=|a,|, b=|b,] y sumando respecto a k desde 
1 hasta n, obtendremos tomando en cuenta (15) y (16) 


DIOR 


Hemos demostrado la desigualdad (17) y, por consiguiente, 
la desigualdad general (14). Para p=2 la desigualdad de Hól- 
hn a se convierte en la desigualdad de Cauchy— Buniakov- 
ski (4). 


Pasemos a demostrar ahora la desigualdad de Minkowski. 
Para ello consideremos la identidad 


(alt+p = daiH- jalia oDe- 


Tomando en la identidad escrita a=ap, b=b, y sumando res- 
pecto a k desde 1 hasta n, obtenemos 


2 lalth = 
= È lalHe- al 2 alH be- bel 


Aplicando ahora a cada una de las sumas que figuran a la 
derecha la desiguaidad de Hólder y tomando en consideración que 
(p—1)4 =P, encontramos 


E 
TS 


(fiar [Sia] +] e, 
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Dividiendo ambas partes de esta desigualdad por 


i/a 


a 1 
(È ioii) 


obtenemos 
/ yo a y a a/p 
(Zinnia) <(Erar) (Fer) 


y de aquí se deduce inmediatamente la desigualdad (13). Con 
ésto queda comprobado el axioma triangular para el espasio R. 


La métrica p, considerada en este ejemplo coincide para p=2 
con la métrica euclídea (ejemplo 3) y para p=] con la métrica 
del ejemplo 4. Se puede demostrar que la métrica 


pee y)= max [y—xeb, 
rn 
introducida en el ejemplo 5, es el caso límite de la métrica 
Pp (%, y), es decir, 
A a 1o 
Pole y)= lim (Žin) . 
pro NA 
De la desigualdad 
a n/i) 
dapt t=!) 
establecida anteriormente, es fácil deducir la desigualdad integral 
de Hölder 


» . oe se 
Soya (Fora) (frora) 


que se verifica para cualesquiera funciones x(t) e y(t) siempre 
que las integrales que figuran a la derecha tengan sentido. A su 
vez, de aquí se obtiene la desigualdad integral de Minkowski 


yo vo 


E i pe 
(firosvora) <(firora) +(fwora) 


11. Veamos otro ejemplo interesante de espacio métrico. Sus 
elementos son todas las sucesiones de números reales 


Fa (tp La 0 Ka 00) 


tales que 
alal < o 


$ 1. CONCEPTO DE ESPACIO METRICO E) 


donde p>1 es un número fijo, y la distancia viene dada por 
la fórmula 


ec n= $ laat) as 


Denotaremos este espacio métrico mediante 1. 
De acuerdo con la desigualdad de Minkowski (13) tenemos 
para n cualquiera 


(Etn—atr) <S tar) ($ r)”. 


Por hipótesis, las series 


Six y Šin 
£ E 


convergen; por eso, pasando al límite para n—-=oc, obtenemos 


(n-ar) (Siae) + Sae) <=. 09 


Esto demuestra que la fórmula (18) mediante la cual se define 
la distancia en /,, tiene sentido para cualesquiera x, yEl,. Al 
mismo tiempo, la desigualdad (19) muestra que en 1, se verifica 
el axioma triangular, Los demás axiomas son evidentes. 

Un número ilimitado de nuevos ejemplos proporciona la si- 
guiente idea. Sea R=(X, p) un espacio métrico y M cualquier 
subconjunto de X. En este caso el conjunto M con la misma 
función p(x, y) pero definida ya para x e y de M también re- 
presenta un espacio métrico, que se denomina subespacio del es- 
pacio R. 


2". Aplicaciones continuas de espacios métricos. isometria. 
Sean X e Y dos espacios métricos y f una aplicación del espa- 
cio X en Y. Por lo tanto, a cada elemento x€X se pone en 
correspondencia un elemento y=f(x) de Y. Esta aplicación se 
dice continua en el punto x,€ X, si para cada e >0 existe un 
8>0 tal, que para todos x€ X que cumplen la desigualdad 


px, xo) <ô, 
se verifica la desigualdad 
Pa (F(x), Fx) < e 


(aquí p es la distancia en X y p, la distancia en Y). Si la 
aplicación f es continua en todos los puntos del espacio X, se 
dice que f es continua sobre X. Si X e Y son dos conjuntos 
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numéricos, es decir, f es una función numérica definida sobre un 
subconjunto X de la recta numérica, esta definición de la con- 
tinuidad de una aplicación coincide con definición, conocida del 
Análisis elemental, de la continuidad de una función. 

Siendo la aplicación f del espacio X sobre el espacio Y biu- 
nívoca, existe la aplicación inversa x=f-*(y) del espacio Y 
sobre el espacio X. Si la aplicación f es biunívoca y bicontinua 
(es decir, tanto f como f-* son aplicaciones continuas), se la 
denomina aplicación homeomorfa o homeomorfismo y los espa- 
cios X e Y, entre los cuales se puede establecer una aplicación 
homeomorfa, se denominan espacios homeomoríos. Como ejemplo 
de espacios homeomorfos pueden servir toda la recta numérica 
ba œœ) y un intervalo, por ejemplo, el intervalo (—1, 1). 
Zn este caso el homeomorfismo se establece mediante la fórmula 


y=Zartgx. 


Un caso importante particular de homeomorfismo en la así lla- 
mada aplicación isométrica de espacios métricos. 

Una aplicación biunívoca f del espacio métrico R=(X, p) 
sobre el espacio métrico R'=(Y, p') se denomina aplicación 


isométrica, si 
P(X xa) o (Fu) Fr) 


para cualesquiera x, X €R. Dos espacios R y R', entre los 
cuales se puede establecer una correspondencia de isometria, se 
denominan isométricos. 

La isometría de dos espacios R y R' significa que las rela- 
ciones métricas entre sus elementos son las mismas; puede ser 
distinta sólo la naturaleza de los propios elementos, lo que, 
desde el punto de vista de la teoría de espacios métricos, no 
tiene importancia. En lo sucesivo los espacios isométricos serán 
considerados como idénticos. 

Al final del $ 5 de este capítulo volveremos a tratar, desde 
un punto de vista más general, los conceptos aquí introducidos 
(continuidad, homeomorfismo). 
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1°, Puntos de acumulación. Adherencia. En este parágrafo 
expondremos algunos conceptos principales de la teoría de espa- 
cios métricos que emplearemos frecuentemente en lo sucesivo. 

Una bola abierta B (xe, r) en el espacio métrico R es el 
conjunto de los puntos x€ R que verifican la condición 


P(x, Xa) <r. 
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El punto fijo x, se llama centro y el número r, radio de esta bola. 
Una bola cerrada B [x,, r) es el conjunto de los puntos x€ R 
que cumplen la condición 


p(x x)<r. 


Una bola abierta de radio e y centro en x, se denominará 
también e-vecindad " del punto x, y se denotará O, (xp). 


EJERCICIO, Dése un ejemplo de espacio métrico y dos bolas B(x, pı) 
y B(y, pa) en él, tales que py > Pa, B(x, P1) Œ B (Y, pa)» 


Un punto x€ R se denomina punto de adherencia del conjunto 
MER, si agor vecindad suya contiene al menos un punto 
de M. La totalidad de los puntos de adherencia del conjunto M 
se denota mediante pa y se llama la adherencia (también clau- 
sura) de este conjunto. De esta manera hemos definido para los 
conjuntos de un espacio métrico la operación de adherencia que 
consiste en el paso del conjunto M a su adherencia [M]. 


TEOREMA 1. La operación de adherencia tiene las siguientes pro- 
"i Me 


=[M), 
3) si EM entonces [M,]=[Ma], 
4) [M,UMJ=[M,Ju[M.]. 


DEMOSTRACION. La primera afirmación es evidente, ya que todo punto 
perteneciente a M es un punto de adherencia del conjunto M. 
Demostremos la segunda propiedad. Sea x€¡[M)]. En este caso, 
en cualquier vecindad O,(x) de este punto existirá un punto 
x,€[M]._ Pongamos e—p(x%, x)=e, y consideremos la bola 
0.,(x,). Esta bola se encuentra integramente dentro de la bola 
0, (x). En efecto, si 2€ 0,,(x,), tendremos p(z, x) <e y puesto 
que p(x, x,)=e—e,, encontraremos, de acuerdo con el axioma 
triangular, que 
pla x)<e+(e—: 

es decir, 2€0,(x). Como x,E[M], existirá en O, (x) un punto 
x, € M. Pero en este caso x,€0,(x) y, puesto que 0,(x) es una 
vecindad arbitraria de x, tendremos x€ [M]. Hemos demostrado 
la segunda afirmación. 

La tercera propiedad es evidente. Demostremos, finalmente, 
la cuarta. 


» Algunos autores preiieren emplear en este caso el término «e-entorno», 
(N. del T-) 
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Si xE[M,UM,], x pertenece por lo menos a uno de los 
conjunios [M,] o [M,], es decir 


[M,UM.J<[M,] U[M,). 


Puesto que M,=M,UM, y M,=M,UM,, la inclusión inversa 
se desprende de la propiedad 3). 

Hemos demostrado completamente el teorema. 

Un punto xER se llama punto de acumulación del conjunto 
MER, cuando en toda vecindad suya existe un número infinito 
de puntos de M. 

Ej punto de acumulación puede pertenecer y puede no per- 
tenecer a M. Por ejemplo, si M es el conjunto” de los números 
racionales del segmento [0, 1], todo punto de este conjunto es 
un punto de acumulación de M. 

Un punto x, perteneciente a M, se llama punto aislado de 
este conjunto, cuando una vecindad suya 0,(x) suficientemente 
pequeña no contiene otros puntos de M distintos de x. Propo- 
nemos al lector demostrar, a título de ejercicio, la siguiente 
afirmación: 

Todo punto de adherencia del conjunto M o bien es un punto 
de acumulación o bien un punto aislado de este conjunto. 

De aquí se puede deducir que la adherencia [M] se compone, 
en general, de tres tipos de puntos: 

1) los puntos aislados del conjunto M; 

2) los puntos de acumulación del conjunto M, pertenecien- 
tes a M; 

3) los puntos de acumulación del conjunto M que no perte- 
necen a M; de esta forma la adherencia [M] se obtiene agregando 
a M todos sus puntos de acumulación. 


2°, Convergencia, Sea x, Xa ... una sucesión de puntos en 
el espacio métrico R. Se dice que esta sucesión converge al 
punto x, cuando toda vecindad O,(x) del punto x contiene todos 
los puntos x,, empezando desde alguno, es decir, cuando a cada 
número e > 0 le corresponde un número M, tal que O, (x) con- 
tiene todos los puntos x, para n>N, El punto x se llama 
limite de la sucesión {x,}. 

Es obvio que se puede enunciar esta definición también de 
la siguiente manera: la sucesión (x,) converge a x, cuando 


p(x, x,)=0. 


De esta definición se desprende directamente que 1) ninguna 
sucesión puede tener dos límites distintos y que 2) si la sucesión 
[%,) converge al punto x, toda su parcial contenida en ella 
converge al mismo punto. 
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El siguiente teorema explica la relación estrecha existente 
entre los conceptos de punto de adherencia y de límite, 


teorema. [Para que el punto x sea un punto de adherencia del 
conjunto M, es necesario y suficiente que exista una sucesión 
| de) de puntos de MA que cocverja az, 


DEMOSTRACION. La condición es necesaria, puesto que siendo x 
un punto de adherencia del conjunto M, en cada vecindad 0; jm (x) 
existe por lo menos un punto x, € M. Estos puntos forman una 
sucesión que converge a x. La suficiencia es evidente, 

Siendo x un punto de acumulación del onpi M, los pun- 
tos Xn € Oin (x) N M, correspondientes a diferentes n, pueden esco- 
gerse de manera que no coincidan entre sí. Es decir, para que 
el punto x sea un punto de acumulación de M, es necesario y 
suficiente que en M exista una sucesión de puntos distintos dos a 
dos que converga a x. 

El concepto de continuidad de una aplicación del espacio 
métrico X en el espacio métrico Y, que hemos introducido en 
el $ 1, puede enunciarse ahora en términos de convergencia de 
sucesiones: la aplicación y=f(x) es continua en el punto xe 
cuando cualquiera que sea la sucesión [x,) convergente a xp, la 
sucesión (y, ==f (xn) converge a o =/(x,). La demostración de 
la equivalencia de esta definición a la dada en el $1 no difiere 
en nada de la demostración de la equivalencia de las dos defi- 
niciones de la continuidad («en el lenguaje de e, 6» y «en et 
lenguage de sucesiones») de las funciones de argumento numérico 
y el lector podrá realizarla. 


3%, Subcomjuntos densos. Sean A y B dos conjuntos de un 
eo métrico R. El conjunto A se dice denso en B, cuando 
[A} 5B. En particular, el conjunto A es siempre denso (en el 
espacio R), cuando su adherencia [A] coincide con todo el espa- 
cio R. Por ejemplo, el conjunto de los números racionales es 
siempre denso en la recta numérica. Se dice que un conjunto 4 
es nunca denso, cuando no es denso en ninguna bola. 

Ejemplos de espacios provistos de un conjunto numerable 
siempre denso. Un espacio, que tiene un conjunto numerable 
siempre denso, se ilama separable. Consideremos desde este punto 
de vista los ejemplos expuestos en el $ 1. 

1. El espacio «discreto» del ejemplo 1 del $ 1 contiene un 
conjunto numerable siempre denso, si, y sólo si, está compuesto 
por un número numerable de puntos. Ello se debe a que la 
adherencia [M] de cualquier conjunto M de este espacio coincide 
con M. 
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Todos los espacios dados en los ejemplos 2—8 del $1 tienen 
conjuntos numerables siempre densos. Señalemos en cada uno de 
ellos un conjunto de este tipo, recomendando con insistencia al 
lector realizar la demostración detallada. 

2. Sobre el eje real Ri, los puntos racionales. 

3—5. En el espacio euclideo de n dimensiones R” y en los 
espacios Rf y Rg, el conjunto de vectores con coordenadas racio- 
nales. 

6. En el espacio C 
de coeficientes raciona 

7. En el espacio [,, el conjunto de sucesiones en cada una 
de las cuales todos los miembros son racionales y solamente un 
número finito (para cada sucesión el suyo) de estos miembros es 
distinto de cero. 

8. En el espacio Cfa, »), el conjunto de todos los polinomios 
de coeficientes racionales. 

El espacio m de sucesiones acotadas (ejemplo 9 del $ 1) no 
tiene ningún conjunto numerable Mops denso. En efecto, con- 
sideremos todas las sucesiones posibles compuestas de ceros y 
unidades. Ellas forman un conjunto de potencia de continuo (ya 
que se puede establecer una correspondencia biunívoca entre estas 
sucesiones y subconjuntos de la serie natural). La distancia entre 
dos de estos puntos, definida mediante la fórmula (11) del $ 1, 
es igual a 1. Envolvamos cada uno de estos puntos en una bola 
abierta de radio */,. Estas bolas no se intersecan. Si tenemos un 
conjunto siempre denso en este espacio, cada una de las bolas 
construidas deberá contener por lo menos un punto de este 
conjunto y, por consiguiente, él no puede ser numerable. 


a» el conjunto de todos los polinomios 


4°. Conjuntos abiertos y cerrados. Consideremos los tipos más 
importantes de conjuntos en espacios métricos, es decir los 
conjuntos abiertos y cerrados. El conjunto M, perteneciente a un 
espacio métrico R, se llama cerrado, cuando coincide con su 
adherencia: [M] =M. En otras palabras, el conjunto se llama 
cerrado, si contiene todos sus puntos de acumulación. 

En virtud del teorema 1, la adherencia de cualquier conjunto 
M es un conjunto cerrado. Del mismo teorema se desprende que 
impes el menor conjunto cerrado que contiene a M. 

jemplos. 1. Todo segmento [a, b] de la recta numérica es 
un conjunto cerrado. 

2. Una bola cerrada representa un conjunto cerrado. En par- 
ticular, el conjunto de funciones f del espacio Cra, sy, que verifi- 
can la condición VOJSK, es cerrado. 

3. El conjunto de funciones de Cro», que verifican la con- 
dición |f(£)] < K (bola abierta), no es cerrado; su adherencia es 


$ 2. CONVERGENCIA, CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS 65 


el conjunto de funciones que cumplen la condición 
VOISK à E 

4. Cualquiera que sea el espacio métrico R, el conjunto va- 
cío Ø y todo el espacio R son cerrados. 

5. Todo conjunto, compuesto por un número finito de puntos, 
es cerrado. 

Las propiedades principales de los conjuntos cerrados pueden 
enunciarse por medio del siguiente teorema. 


TEOREMA 3. La intersección de cualquier número y la unión de 
| un número finito de conjuntos cerrados son conjuntos cerrados. 


ormosTrAcioN. Sea F=(1]F. la intersección de los conjuntos 
cerrados F, y sea x un punto de acumulación del conjunto F. 
Ello significa que cualquier vecindad O, (x) contiene un número 
infinito de puntos de F. Pero entonces Ô, (x) contiene así mismo 
un número infinito de puntos de cada conjunto F, y, puesto que 
todos los F, son cerrados, el punto x pertenece a cada F,; por 


consiguiente, x€ F =f] F., es decir, F es cerrado. 
Sea ahora F la unión de un número finito de conjuntos cerra- 


dos: FUF; supongamos que el punto x no pertenece a F. 


1) 
Demostremos que x no puede ser un punto de acumulación de F. 
En efecto, x no pertenece a ninguno de los conjuntos cerrados 
F, y, por consiguiente, no es punto de acumulación de ninguno 
de ellos. Esto quiere decir que para todo ¡ se puede encontrar 
una vecindad O, (x) del punto x que contiene, a lo sumo, un 
número finito de puntos de F,. Tomando la menor de las vecin- 
dades O.,(x), »... Oen (x), obtendremos una vecindad O, (x) del 
punto x que contiene a lo sumo un número finito de puntos de F. 

Resumiendo, si el punto x no pertenece a F, no puede ser 
punto de acumulación de F, es decir, F es cerrado. 

El teorema queda demostrado. 

Un punto x se llama punto interior del conjunto M, cuando 
hay una vecindad O,(x) de este punto que pertenece integra- 
mente a M. 

Un conjunto, todos los puntos del cual son interiores, se 
llama conjunto abierto. 

Ejemplos. 6. Un intervalo (a, b) de la recta numérica R? es 
un conjunto abierto; en efecto, si a<a<b, la vecindad O, (a), 
donde e=min(«—a, b—a), está contenida integramente en el 
intervalo (a, b). 

7. Una bola abierta B(a, r) de cualquier espacio métrico R 
es un conjunto abierto. En efecto, si xEB(a, r), tenemos 
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pla, x) <r. Tomemos e=r—p(a, x). Entonces B (x, e)=B (a, r). 
8. El conjunto de funciones continuas sobre [a, b] que ve 
tican la condición f (£) < g (f), donde g(f) es una función conti- 
mua determinada, representa un subconjunto abierto del espacio 

a, bie 


TEOREMA 4. Para que el conjunto M sea abierto es necesario y 
| suficiente que su complemento RNM al espacio R sea cerrado. 


pEmMosTRACION. Si M es abierto, cada punto x de M posee una 
vecindad que pertenece íntegramente a M, es decir, que no tiene 
ningún punto común con RAM. Por consiguiente, ninguno de 
los puntos que no perfenecen a RNM puede ser un punlo de 
adherencia de RNM, es decir, RNM es cerrado. Viceversa, si 
RAM es cerrado, cualquier punto de M posee una vecindad que 
pertenece integramente a M, es decir, M es abierto. 

Puesto que el conjunto vacío y todo el espacio R son cerra- 
dos y al mismo tiempo son complementos uno del otro, del 
teorema demostrado se desprende el siguiente corolario. 


coronario. El conjunto vacio “y todo el espacio R son abiertos. 


Del teorema 3 y del principio de dualidad (la intersección 
de complementos es igual al complemento de la unión y la 


unión de complementos es igual al complemento de las intersec- 
ciones; véase pág. 16) se sigue el siguiente teorema importante, 
dual al teorema 3. 


Teorema Y. La unión de un número cualquiera (finito o infinito) 
y la intersección de un número finito de conjuntos abiertos son 
conjuntos abiertos. 


5°. Conjuntos abiertos y cerrados sobre la recta. La estructura 
de los conjuntos abiertos y cerrados en uno u otro espacio métrico 
puede ser muy compleja. Esto se refiere incluso a los conjuntos 
abiertos y cerrados de un espacio euclídeo de dos o más dimen- 
siones. Sin embargo, en el caso unidimensional, es decir, en el 
caso de la recta, no es difícil dar una descripción de todos los 
conjuntos abiertos (y, por consiguiente, de todos los cerrados). 
Ella viene dada por el siguiente teorema. 


TEOREMA 5. Todo conjunto abierto de una recta numérica repre- 
senta la suma de un número finito o numerable de intervalos 
disjuntos dos a dos”. 


D Los conjuntos de tipo (—ec, œ), (a, œ) y (—%, B) también los 
consideramos como intervalos. 
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DEMOSTRACION. Sea G un conjunto abierto sobre la recta y x un 
punto suyo cualquiera. De acuerdo con la definición de conjunto 
abierto, existe por lo menos un intervalo que contiene a x y 
está contenido en G. Denotemos mediante /, la suma de todos 
estos intervalos y demostremos que /, es también un intervalo. 
Tomemos para ello 

=iofl, b=supl, 


(puede ocurrir que a=—oo y b=-+>00) y comprobemos que 
1,=(a, b). Está claro, ante todo, que /,C(a, b). Viceversa, sea 
yl un punto arbitrario de (a, b), distinto de x; probemos que 
y€/,. Aceptemos, para concretar, que a < y <x. En este caso, 
en I; existirá un punto y” tal que a < y' < y. Esto significa que 
en Ğ hay un intervalo que contiene los puntos y” y x. Pero 
entonces también contiene y, es decir, yE1,. Del mismo modo 
se puede considerar el caso y>x. El punto x pertenece a /. 
por hipótesis. Por consiguiente, /,=(a, b). El intervalo (a, b) 
ha sido definido de manera que él pertenece a G y no está con- 
tenido en ningún intervalo mayor que pertenezca a G. Es evi- 
dente que los intervalos /, e /,,, correspondientes a dos distin- 
tos puntos, o bien coinciden o bien no tienen puntos comunes 
(de lo contrario, /,, e /,, estarian contenidos en el intervalo 
1,,U/,, mayor que cada uno de ellos y perteneciente a G). Un 
sistema tal de intervalos disjuntos es a lo sumo numerable: en 
efecto, escogiendo en cada uno de estos intervalos y de una 
manera arbitraria un punto racional, estableceremos una corres- 
pondencia biunivoca entre estos intervalos y ciertos subconjuntos 
del conjunto de números racionales. Está claro, finalmente, que 
la suma de estos intervalos coincide con G. El teorema queda 
demostrado. 

Puesto que los conjuntos cerrados son complementos de los 
abiertos, de aquí se sigue que todo conjunto cerrado sobre la 
recta se obtiene omitiendo de la recta un número finito o nume- 
rable de intervalos. 

Los ejemplos más simples de conjuntos cerrados son los seg: 
mentos, los puntos aislados y la suma de un número finito de 
conjuntos de estos tipos. Consideremos un ejemplo más complejo 
de conjunto cerrado sobre la recta, el asi llamado conjunto de 
Cantor. 

Sea Fẹ el segmento [0, 1]. De él excluyamos el intervalo 


y designemos mediante F, el conjunto cerrado que 


£1 

vá 3) RES 
queda. Después, omitamos de F, los intervalos (5, 3) y 
($ $) y designemos mediante F, el conjunto cerrado que 


3 
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queda (compuesto por cuatro segmentos). En cada uno de estos 
cuatro segmentos excluyamos el intervalo abierto central de lon- 


gitud 27, ete. (fig. 9). Continuando este fproceso, obtendremos 
una sucesión decreciente de conjuntos cerrados F.. Tomemos 


F es un conjunto cerrado (como intersección de cerrados). Se 
obtiene omitiendo del segmento [0, 1] un número numerable de 


0 Pr 
% Le, 
GS? 
a 
FIG. 9 


intervalos. Examinemos la estructura del conjunto F. Pertene- 
cen a él, evidentemente, los puntos 


E E 
ld 3 p 99. (1) 


que representan los extremos de los intervalos omitidos. El 
conjunto F no se compone, sin embargo, solamente de estos 
untos. En efecto, se puede describir los puntos del segmento 
lo 1], que pertenecen al conjunto F, de la siguiente forma. 
'epresentemos cada uno [de los números x, 0<x<l, en el 
sistema ternario: 


donde los números a, pueden ¡tomar los valores O, 1 y 2. Al 
igual que en el caso de fracciones decimales, algunos números 
pueden tener dos representaciones. Por ejemplo, 

1 1 0 o o 2 2 2 

segta E JE E 


$ 2. CONVERGENCIA. CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS 69 


Es fácil comprobar que al conjunto F pertenecen aquellos 
números, y solamente aquellos, x, O< x< 1, que pueden repre- 
sentarse al menos de una forma mediante una fracción ternaria 
tal que en la sucesión a, a, ..., Gp, -.. no figura la unidad. 
Por consiguiente, a cada punto x€F se le puede poner en co- 
rrespondencia la sucesión 


an üp 


» am 


, e) 


donde a, es igual a O ó a 2. La totalidad de estas sucesiones 
forma un conjunto de potencia de continuo. Es fácil comprobar 
esto, si se pone en correspondencia a cada sucesión (2) la sucesión 


e sa (2) 


donde b,=0, cuando a,=0, y b,=1, cuando a,=2. La suce- 
sión (2) puede ser considerada como la representación de un 
número real y, O<y <1 mediante una fracción binaria. De este 
modo obtenemos una aplicación del conjunto F sobre todo el 
segmento [0, 1]. De aquí se desprende que F tiene potencia de 
continuo”. Puesto que el conjunto de los puntos (l) es nume- 
rable, el conjunto F no puede limitarse a ellos. 


EJERCICIOS. 1. Demuéstrese directamente que el punto + pertenece al 


conjunto F sin ser extremo de ninguno de los intervalos omitidos. 
Sugerencia, El punto + divide el segmento [0, 1] en dos partes según 
Li 


la razón 4 También divide en dos partes según la razón L el segmento 


0. 5] que queda después de la primera exclusión, eto. 


Los puntos (1) se llaman puntos de primer género del conjunto F y los 
demás puntos suyos se denominan puntos de segundo género. 

2. Demuéstrese que los puntos de primer género forman un conjunto 
siempre denso en F. 


. Demuéslrese que los niúmeros fı-+fs, donde fı, 1¿EF llenan todo el 
segmento (0, 9). 


Hemos demostrado que el conjunto F es de potencia de con- 
tinuo, es decir, tiene tantos puntos como todo el segmento [0, 1]. 

ES interesante comparar esto con el siguiente resultado: la 
suma de longitudes de todos los intervalos omitidos es igual a 


$ +25 +- es decir, ¡exactamente a la unidad! 


D La correspondencia establecida entre F y el segmento [0, 1] es unívoca, 
pero no es biunivoca (porque un mismo número puede ser representado, 
a veces, por diferentes fracciones). De aquí se deduce que la potencia de Ê 
es no menos que la de continuo. Pero F es parte del segmento [0, 1] y. por 
consiguiente, su potencia no puede ser mayor que la potencia de continuo. 
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Observaciones complementarias. 
(1) Sea M un conjunto de un espacio métrico R y sea x un punto de 
este espacio. La distancia del punto x al conjunto M se deline por el número 


PM, = ini pla, x). 


Por eso se puede decir que la operación de adherencia consiste en que 
j den todos aquellos puntos cuyas distancias al conjunto 


p (A. B)=inf p(a, b). 
acA 
beb 


Si A ME onces P(A, B)=0; la afirmación contraria no tiene, en 
al, 


general, lugar. 
(8) 'Seu Mg el conjunto de todas las funciones f de Cya, ¿y que verifican 


la condición de Lipschitz: para todos los fı, f¿Ela, b] 
HDE IEK ahh 
donde K es un número fijo, El conjunto Mg es cerrado. Coincide con la 
adherencia del conjunto de funciones diferenciables en (a, b) y tales que 
WAVIETS 
(4) El conjunto M=[ Mx de todas las funciones que verifican la 


K 

condición de Lipschitz, cada una con su número K, no es cerrado. Su 
adherencia coincide con todo el espacio Cra, by 

(5) Un conjunto abierto G de un espacio euclideo de n dimensiones se 
llama conexo, cuando dos cualesquiera puntos x, y GG pueden unirse median- 
te una quebrada que pertenece íntegramente a G. Por ejemplo, el conjunto 
formado por los puntos interiores del círculo x*-+y? < 1 es conexo. Al con- 
trario, la suma de dos círculos 


Pel y 24 < 1 


es un conjunto desconexo (¡aun cuando estos círculos tienen un punto común 
de adherencia!). Un subconjunto abierto H de un conjunto abierto G se lama 
componente del conjunto G, cuando es conexo sin ser parte de ningún otro 
subconjunto abierto conexo mayor del conjunto G. Valiéndose del teorema 
de-Zorn, es fácil ver que tiene lugar ja siguiente afirmación: todo conjunto 
abierto G de un espacio euclideo de n dimensiones es la suma de un número 
a lo sumo numerable de componentes disjuntos dos a dos. 

En el caso de n=1, es decir, en la recta, todo conjunto abierto conexo 
es un intervalo (incluyéndose en los intervalos los intervalos infinitos 
(—o, a), (b, œ) y (—=, œ). Por consiguiente, el teorema $ sobre la estructura 
de los conjuntos abierlos de la recta contiene dos afirmaciones: a) lodo 
conjunto abierto de la recla es la suma de un número finito o numerable de 
componentes y b) un conjunto abierto conexo de la recta es un intervalo. 
La primera de estas afirmaciones se cumple también para los conjuntos de 
los espacios euciídeos de n dimensiones (y admite otras, generalizaciones), 
mientras que la segunda afirmación se refiere solamente a la recta 
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$ 3. ESPACIOS MÉTRICOS COMPLETOS 


1. Definición y ejemplos de espacios métricos completos. 
Desde los pasos iniciales en el estudio del Análisis Matemático, 
podemos persuadirnos del papel tan importante que desempeña 
en el Análisis la propiedad de complitud de la recta numérica, 
es decir, el hecho de que toda sucesión fundamental de números 
reales converge a un límite determinado. La recta numérica 
representa el ejemplo más sencillo de los así llamados espacios 
métricos completos, cuyas propiedades principales consideraremos 
en este punto. 

Una sucesión (x,) de puntos de un espacio métrico R se 
llamará fundamental, cuando verifique el criterio de Cauchy, es 
decir, cuando para cualquier e >0 exista un número N, tal, que 
Pta» Xw) < e para cualesquiera n' > Ne n>N, 

Del axioma triangular se sigue inmediatamente que toda 
sucesión convergente es fundamental. En efecto, si (x,) converge 
a x, cualquiera que sea e >0 se puede encontrar un número NÑ, 


tal que P(Xw x) <$ para todo n>N, Por eso plxam xa) S 


7 

<P (Ys x)-F0 (Xn, x) <e para cualesquiera n’ >N, y n” > Ne 
DEFINICION 1. Un espacio R se llama completo, cuando toda 
sucesión fundamental de él converge. 

Ejemplos. Todos los espacios considerados en el $ 1, a excep- 
ción del señalado en eì ejemplo 8, son completos. En efecto: 

1. En el espacio de puntos aislados (ejemplo 1 del $ 1) son 
fundamentales sólo las sucesiones estacionarias, es decir, en las 
que se repite constantemente, comenzando desde cierto número, 
un mismo punto. Toda sucesión de este tipo converge evidente- 
mente y, por consiguiente, este espacio es completo. 

2, La complitud del espacio R!, compuesto por los números 
reales, es conocida del Anál 

3. La complitud del espacio euclideo R” se sigue inmediata- 
mente de la complitud de R!. En efecto, sea [x”) una sucesión 
fundamental de puntos de R”; esto significa que para todo e >0 
existe un N=N, tal que 


Ae 


para todos p, q mayores que N. Aqui xP™={xP, ..., xP}. En 
este caso para todo k=1, 2, ..., n obtendremos la desigualdad 
correspondiente a la coordenada xi”: 


[P P< e 
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siempre que p, q > N; por consiguiente, fx?) es una sucesión 
numérica fundamental. Tomemos 


xam limaj” y x= (Xy Moo oeei Xp)» 
ron 
Es obvio entonces que 
llims” =x. 
ai 


4—5. La complitud de los espacios Rg y RẸ se demuestra de 
una manera totalmente análoga. 

6. Demostremos la complitud del espacio Cia, yy. Sea (2, (0) 
una sucesión fundamental de Cra, s}. Ello significa que para todo 
+ >0 existe un N tal que 


lx (0=xa(01<e 


siempre que n, m>N y para todo t, a<t<b. De aquí se 
deduce que la sucesión (x, (£)) converge uniformemente. En este 
caso, como se sabe, su límite x(t) será una función continua. 


Haciendo tender m al infinito en la desigualdad anterior, obten- 
dremos 


M0 1<e 


para todo £ y para todo n>N y esto significa precisamente que 
Xn (£)) converge a x(£) en el sentido de la métrica del espacio 
la, b)+ 
7. El espacio 1,. Sea {x™) una sucesión fundamental en l, 
Esto significa que para todo e >0 existe un N tal que 


PH, qm) Y (xg — xP) < e, para n, m>N. (1) 
Aquí 


xmm (x, P, aaa OA 
De (1) se desprende que cualquiera que sea k, 
aP <e, 


es decir, la sucesión de números reales (xf”) es fundamental 
cualquiera que sea k y, por consiguiente, converge. Tomemos 
x= limxg. Sea x la sucesión (Xy, Xq...» Xp» +>-). Debemos 


demostrar que 
a) Ša o, es decir, x€ lp 
b) lim p(x”, x)=0. 
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Demostrémoslo. De la desigualdad (1) se deduce que para todo 
número fijo M 


a 
ferye 

Fijando n, pasemos al límite para m— o. Tendremos 
PEED 


Esta relación se verifica para cualquier M. Pasando en ella al 
límite para M — œo, obtendremos 


A wr Le (2) 
De la convergencia de las series 2 aP y eer se 


deduce la convergencia de la serie E (véase el ejemplo 7 del 


$ 1) y con esto queda demostrada la afirmación a). Ahora bien, 
puesto que e es arbitrariamente pequeño, la desigualdad (2) sig- 
nifica que 


im peo, a) =lim y Š =r =0, 


es decir, que x™— x en la métrica de [,. Queda también demos- 
trada la afirmación b). 


8. Es fácil ver que el espacio C?, ¿y no es completo. Consi- 
deremos, por ejemplo, la siguiente sucesión de funciones conti- 


nuas 
—1 para —1<t<— 


m(0)=) nt para =i tE, 


1 paa L<t<l. 


Es una sucesión fundamental de C*-1, 13, puesto que 


$ 60-00. (07 de < 


2 
mm, m) * 


Sin embargo, no converge a ninguna función de Cj_,, y. En 
efecto, sea f una función de C~.. yy y sea p la función discon- 
tinua, idéntica a—1 para £<0 y +1 para £>0. 
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De la desigualdad de Cauchy Buniakovski (que, evidente. 

mente, se verifica también, para las funciones continuas a trozos) 
se deduce que 

E g 

( š de 


(i toyo ai) i <{} doaar) 


+( CETO 


Puesto que f es una función continua, la integral del miembro 
de Ja izquierda es distinta de cero. Además, es obvio que 
í 
lim, $ (p, ()— p (0) dt =0. 
Por eso, $ (f (i) — a (1))* dt no puede tender a cero para n — o. 


A 


EJERCICIO. Demuéstrese que el-espacio de todas las sucesiones acotadas 
(ejemplo 9 del $ 1) es completo. 


2°. Principio de bolas encajadas. En el Análisis se emplea 
con frecuencia el así llamado lema de intervalos encajados. En 
la teoría de espacios métricos desempeña un papel semejante el 
siguiente teorema, llamado principio de bolas encajadas. 


TEOREMA 1. Para que un espacio métrico R sea completo es necesario 
y suficiente que cualquier sucesión de bolas cerradas de este 
espacio, encajadas unas en otras y cuyos radios tienden a cero, 
tenga una intersección no vacia. 


DEMOSTRACION. NECESIDAD. Supongamos que el espacio R es com- 
pleto h sea B,, B, Bs ... una sucesión de bolas cerradas, 
encajadas unas en otras. Sea r, el radio y xy, el centro de la 
bola B,. La sucesión de centros {x„) es fundamental, ya que 
Pto Xp) <fa para m>n y r,—0 para n— oo. Puesto que R 
es completo, existe limx,. Tomemos 


xali xa 


entonces, x€f] B,- En efecto, la bola B, contiene todos los 


puntos de la sucesión (x,), excepto, posiblemente, los puntos 
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Xp Xa -<-s Xa Por consiguiente, x es un punto de acumula- 
ción de toda bola B,. Pero B, es un conjunto cerrado y por eso 
x€B, para todo n. 

suFIcIENCIA, Sea {x„} una sucesión fundamental. Demostremos 
que tiene un límite. Puesto que es fundamental, podemos encontrar 


un punto xa, de ella tal que p (xa xa) <$ para todo n>m. 
Consideremos la bola cerrada de radio 1 con centro en Xa, 

denotémosla mediante B,. Escojamos luego un punto xy, de Hd 
tal que sea n¿>n, y p(X Xn) < gr para todo n>n, Consi- 
deremos la bola B, de radio -+ y centro en xa, En general, si 


los puntos Xny Xa, + ==» Xn, Ya se han escogido (n, < n<... <ni) 
escogeremos el punto X,,,, de manera que sea np, > ny Y P (Xm 


Xnr) < z para todo n= ng,, y lo envolveremos en una bola 


cerrada By, de radio 5 Continuando este proceso, obtendremos 


una sucesión de bolas cerradas By, encajadas unas en otras; la 
bola B, es de radio = Esta sucesión de bolas tiene, por 
hipótesis, un punto común; denotémoslo x. Es obvio que este 
punto x es el límite de la sucesión (x»,). Pero una sucesión fun- 
damental, que contiene una sucesión parcial convergente a x, 
converge al mismo límite. Por consiguiente, x lim xy. El teorema 
queda demostrado. tze 


EJERCICIOS. 1. Dado un conjunto M de un espacio mélrico el número 
d(M)= sup p(x, y) 
x veM 


se llama diámetro del conjunto M. Demuéstrese que en un espacio métrico 
completo toda sucesión de conjuntos cerrados no vacios, encajados unos en 
otros y cuyos diámetros tienden a cero, tiene una intersección no vacia. 

2. Dese un ejemplo de un espacio métrico completo y de una sucesión 
de bolas cerradas de este espacio, encajadas unas en otras, que tiene una 
intersección vacía, 

3, Demuéstrese que un subespacio de un espacio métrico completo R es 
completo si, y sólo si, es cerrado en R. 


3”. Teorema de Baire. El siguiente teorema desempeña un 
papel fundamenta! en la teoría de los espacios métricos completos. 
TEOREMA DE BAIRE. Un espacio métrico completo R no puede 

representarse como la unión de un número numerable de conjun- 

tos nunca densos ®, 


Se dice que el conjunto M es nunca denso en R, cuando cada bola 
BCR contiene otra bola B”, que no tiene con M ningún punto común. 
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DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario. Sea R= UU M,, donde 


ant 
cada uno de los conjuntos M, es nunca denso. Sea S, una bola 
cerrada de radio 1. Puesto que M, no es denso en Se ya 


que es nunca denso, existe una bola cerrada S, de radio menor 
que + y tal que S,2S, y S, N M,=9. El conjunto M, no 


es denso en S, y por eso la bola S, contiene una bola cerrada 
S, de radio menor que y tal que S, N M,=Ø, etc. De esta 


forma obtenemos una sucesión de bolas cerradas (S,), encajadas 
unas en otras, cuyos radios tienden a cero, siendo, además, 
S,NM, =Ø. En virtud del teorema 1 del punto anterior, la 


intersección f} S, contiene un punto x. De acuerdo con el pro- 


a” 
cedimiento seguido, este punto no puede pertenecer a ninguno 
de los conjuntos M, y, por consiguiente, x€ UJ M,, es decir, 


RU M,. lo que está en contradicción con la suposición hecha. 
> 


En particular, todo espacio métrico completo sin puntos aisla- 
dos es innumerable. En efecto, en este espacio todo punto cs 
nunca denso. 


4”. Completación de un espacio. Si el espacio R no es com- 
pleto, siempre puede ser incluido de cierta manera (y de hecho 
de una manera única) en un espacio completo. 


DEFINICION 2. Sea R un espacio métrico. Un espacio métrico 
completo R* se llama completación del espacio R, si: 
1 ) R es un subespacio del espacio R"; 
2) R es siempre denso en R*, es decir, [R]=R*. (Aquí [R] 
significa, claro está, la adherencia del espacio R en R”). 

Por ejemplo, el espacio de todos los números reales es com- 
pletación del espacio de los números racionales. 


TEOREMA 2. Todo espacio métrico R posee una completación y 
esta completación es única, a menos de una aplicación isomé- 
trica que transforma los puntos de R en si mismos. 


DEMOSTRACION. Comencemos por la unicidad. Debemos comprobar 

que si R* y R* son dos completaciones del espacio R, existe 

una aplicación biunivoca p del espacio R* sobre R" tal que: 
1) p (x)=x para todo xER; 
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2) si POr e fey”, entonces p(, y')=p, 0, y“) 
donde p, es la distancia en R* y p, la distancia en R*. 

La aplicación q se construye del siguiente modo. Sea x* un 
punto arbitrario de R”. En este caso, de acuerdo con la defini- 
ción de completación, existe una sucesión (x,) de puntos de R 
que converge a x”. Los puntos {x„} pertenecen también a R*, 
Puesto que R* es completo, (x,| converge en R* a un punto 
x“. Está claro que x” no depende de cómo se escoge la suce- 
sión {x„} convergente al punto x. Tomemos q(*)=x". La 
aplicación q es la aplicación isométrica que necesitamos. 

En efecto, está claro que p(x)=x para todo xER. Además, 
supongamos que 


lx, — en R° y {xa} —x* en R”, 
(Un) —y' en R* y (yn) —y* en R”; 


entonces, 
pr 0%, y)= lim Pa (ns 90) = lim P(n Ya) 
y al mismo tiempo 
Pal, y?) = lim Pa (m Ya) = lim P (im Y): 


Por consiguiente, 
Pr, y)=0,(%%, y). 

Demostremos ahora la existencia de la completación. La idea 
de esta demostración es la misma que en la teoría de Cantor 
de los números reales. La situación ahora es incluso más simple 
que en la teoría de los números reales, ya que allí era necesa- 
rio, además, definir todas las operaciones aritméticas para los 
antes nuevos introducidos, es decir, para los números irracionales. 

Sea R un espacio métrico arbitrario. Dos sucesiones funda- 
mentales (x,) y (xi) de R se llamarán equivalentes (denotación 
{xn} ~ (xa), cuando lim p (% x;)=0. Esta relación de equiva- 


lencia es reflexiva, simétrica y transitiva. De aquí se desprende 
que todas las sucesiones fundamentales, que pueden formarse por 
medio de los puntos del espacio R, se dividen en clases de 
sucesiones equivalentes entre sí. Definamos ahora el espacio R* 
del siguiente modo. Tomemos como puntos de este espacio lodas 
las clases de sucesiones equivalentes entre sí y determinemos la 
distancia entre ellos como sigue. Sean x* c y" dos de estas 
clases. Escojamos en cada una de estas clases un representante, 
es decir, una sucesión fundamental (x,) e (9). Pongamos 


phe, y)= lim (p (ts Va). (3) 
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Demostremos que es correcto definir así la distancia, es decir, 
que el límite (3) existe y no depende de cómo se escogen los 
representantes (x,) €X e {yn} €. 

Puesto que las sucesiones {xa} e (yn) son fundamentales, 
obtenemos, por medio del axioma triangular, que para todos n 
y m suficientemente grandes 


1P Xn 4)—P (Lar Ym) | = 
=| P (Xa Yn) —0 (Xa9m) HP (n Ym) 9 Cno Y) S 
SIP (Enr 410 (ar Ya) +10 (nr Ym) —P (mr Yd 


<PlUm Yad HO Xn) < -pHi =e. (4) 


Por consiguiente, la sucesión de números reales s, =P (X,, Yn) 
verifica el criterio de Cauchy y, lo tanto, tiene un límite. 
Este límite no depende de la selección de [x,) Ex” e (yn) € y*. 
En efecto, sea 


Pah (sn) Ex" e (gn), (ya) Ey" 
Obtenemos por un razonamiento, análogo a (4), 
LP (Xur Y) — p (Xas YAI P (Enr Xa) + P (Y Ya) 
Puesto que {x,} ~ (xi) e {yn} ~ {yh} de aquí se sigue que 
M P (Xn Ya) = lim p (xh. Ya). 


Demostremos ahora que R* se cumplen los axiomas de espa- 
cio métrico. 

El axioma 1 se desprende inmediatamente de la definición 
de nea de sucesiones fundamentales. 

El axioma 2 es obvio. 

Comprobemos ahora el axioma triangular. En el espacio 
inicial R este axioma se cumple y por eso 


P (Xn Za) <P (Xas Ya) +P no 2m)- 
Pasando al límite para n— oo, obtenemos 


lin P (Xu Za) < lim p(% 97) + lim P (Yas Za)» 


es decir, 
p 2 <p (x v)+pl 2). 
Demostremos ahora que R* es una completación del espacio R. 


A cada punto xER le corresponde una clase de sucesiones 
fundamentales equivalentes entre sí, a saber, la totalidad de las 
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sucesiones convergentes al punto x. Además, si 
x= limx, e y= liar y,, tenemos p(x, y)= lim p {xn Yu): 


no 

Por consiguiente, obtendremos una aplicación isométrica de 
R en el espacio R°, si a todo punto x€ R le ponemos en corres- 
pondencias la clase de sucesiones fundamentales convergentes a x. 

En adelante podemos identificar el espacio R con su imagen 
en R* y considerar R como un subconjunto de R*. 

Demostremos ahora que R es siempre denso en R*. En efecto, 
sean x* un punto de R* y e >0 un número arbitrario. Tomemos 
en x* un representante, esto es, una sucesión fundamental 4x,). 
Sea N tal que p(X% Xa) <e para todo n, m>N, En este caso 


P (Lo 1)= lim p(n Xa) <e 


para n>N, es decir, una vecindad arbitraria del punto x* con- 
tiene un punto de R. Por consiguiente, la adherencia de R en R* 
es todo el espacio R°. 

Resta demostrar que el espacio R* es completo. Observemos, 
ante todo, que R* ha sido construido de manera que toda suce- 
sión fundamental 

ins a (5) 


compuesta de puntos pertenecientes a R, converge en R* a un 
punto determinado, a saber, al punto x"ER* determinado por 
la sucesión (5). Además, puesto que R es denso en R*, para 
toda sucesión fundamental XI, x}, ..., Xi, -.. de puntos de R" 
se puede construir una sucesión equivalente X, Xp à., Xp -eos 
compucsta de puntos, pertenecientes a R. Para ello es suficiente 


escoger a título de x, cualquier punto de R tal que p (Xy, x1) < +. 


La sucesión (x,) así obtenida es fundamental y, de acuerdo con 
lo demostrado, converge a un punto x"ER”. Pero esto significa 
que la sucesión {x4} también converge a x”. El teorema queda 
demostrado completamente. 


$. 4 PRINCIPIO DE APLIGACIONES CONTRAÍDAS 
Y SUS APLIGACIONES] 


1°. Principio de aplicaciones contraídas. A título de aplicación 
del concepto de complitud consideremos el así llamado principio 
de aplicaciones contraídas. Representa un instrumento útil para 
la demostración de diferentes teoremas de existencia y unicidad 
por ejemplo, en la teoria de ecuaciones diferenciales). 
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Sea R un espacio métrico. La aplicación A del espacio R 
en sí mismo se llama contraída, cuando existe un número æ < 1 
tal que para cualesquiera dos puntos x, yER se verifica la de- 
sigualdad 
p(Ax, Ay) <ap (x, y). (1) 
Toda aplicación contraída es continua. En efecto, si x,—x, 
tenemos, de acuerdo con (1), Ax, — Ax. 


TEOREMA 1 (principio de aplicaciones contraídas). Toda apli- 
cación contraida, definida en un espacio métrico completo R, 
tiene un punto fijo, y sólo uno, (es decir, la ecuación Ax=x 
tiene una solución, y solamente una). 

DEMOSTRACION. Sea x, un punto arbitrario de R. Pongamos 

X= Áxy Xy = Ax, = Á0xy, etc; en general, x,=ÁX,-.=A"Xo> 
Demostremos que la sucesión (x,) es fundamental. En efecto, 

suponiendo, para concretar, que mæn, tenemos 

Plnr Xa) = P(A" Xo, AX) < OP (Xor Xama) < 

Ka” (P (Xa XHP i X) Hoa EP mona Xma) 

SAP (Xy A) (laa... Hana) <p (Xy X) T 

Puesto que œ < 1, esta magnitud resulta tan pequeña como se quie- 

ra, siempre que n sea suficientemente grande. 

Debido a la complitud de R, la sucesión (x,), que es funda- 
mental, tiene limite. Pongamos 
x= lim xy. 


Pero la aplicación A es continua; por eso 
Ax=A lim x,= lim Ax,= lim Xp4=*: 


no a 


Por consiguiente, queda demostrada la existencia del punto 
fijo. Probemos que es único. Si 


Ax=x, Ay=Y, 
la desigualdad (1) nos da 
pie <p y 
puesto que a < l, de aquí se deduce que 
p(x, y)=0, es decir, que x=J. 


EJERCICIO. Demuéstrese que para la existencia de un punto fijo no cs 
suficiente que se cumpla la condición p (4x, Ay) < p (x, y) para lodo x 7 y. 
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2”. Aplicaciones elementales del principio de aplicaciones con- 
traídas. El principio de aplicaciones contraídas puede emplearse 
para demostrar teoremas de existencia y unicidad de soluciones 
de diferentes ecuaciones. Junto con la demostración de la exis- 
tencia y de la unicidad de la solución de la ecuación Ax= 
el principio de aplicaciones contraídas ofrece un método apro: 
mado para buscar esta solución (el método de aproximaciones 
sucesivas). Veamos los siguientes ejemplos elementales. 

1. Sea f una función, definida en el segmento (a, b], que 
verifica la condición de Lipschitz 


1H) —H)1<K/x—x.1 
con una constante K < 1 y que transforma el segmento (a, b} 


en sí mismo. En este caso, f es una or contraída y, de 
acuerdo con el teorema demostrado, ła sucesión xo, x; = Í (x), 


x.=f(x,), ... converge a la única raíz de la ecuación x == f (x). 
A 
b y 
fi 
fa) 
a] 


AX Xa 


FIG. 10 


En particular, la aplicación será contraida, si la función 
tiene en el segmento (a, b] una derivada f'(x) fal que 


IF) 1<K< 1. 


En las figuras 10 y 11 están representadas las aproximacio- 
nes sucesivas para el caso 0 < f’ (x) < 1 y para el caso —1<f"(x)<0, 
respectivamente. o j 

Supongamos ahora que tenemos una ecuación de tipo F (x)=0, 
que F(a) <0, F6)>0 y 0<K,<F'(MSEK, sobre [a, b]. 
Para encontrar la raíz, introduzcamos la función f (x) =x— AF (x) 
y busquemos la solución de la ecuación x=/(x), equivalente 
a la ecuación F(x)=0. Puesto que f’ (x)=1=>-2F'(x), tenemos 
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1=4K.<F (0) <I1—AK, y no costará ningún esfuerzo escoger 
el número ^ de manera que se pueda emplear el método de 
aproximaciones sucesivas. La idea aquí expuesta es un método 
extendido que se emplea para buscar la raíz. 

2. Consideremos la aplicación A del espacio de n dimensio- 
nes en sí mismo definida por el sistema de ecuaciones lineales 


n= Bapto; (i=1,2,.... 1). 

Si A es una aplicación contraída, podemos aplicar el método 
de aproximaciones sucesivas para resolver la ecuación x= Ax. 

¿Bajo qué condiciones la aplicación A será contraída? La 
respuesta depende de cómo se escoja la métrica en el espacio. 
Consideremos tres variantes. 

a) El espacio Ri, es decir, p(x, y)= max |x,—Yl5 

Igisa 


OS y) =max y; —,|=max| Bay, =p] < 
< max ES Z10,,1max |: —x1= 
i 
= (max 210,1) pr, x) 


De aquí la condición de contracción 


Š layi<a< kf Sri (2) 


b) El espacio Rẹ, es decir, p(x, y)= È laul; 


E 
pW, =2 12] Zawi] 

<È Planli =< (max lanl) pi x’) 
De aquí la condición de contracción 

Ylayl<a<t j=l, ... n (8) 


c) El espacio R”, es decir (x, »=y/ Say. En vir 
E 


tud de la desigualdad de Cauchy —Buniakovski, tenemos 
vu D= F| (Zaye < (Aa) p, 0 
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De aquí la condición de contracción 
PASA < 1 (4) 


Por consiguiente, si se verifica al menos una de las condicio- 
nes (2), (3) ó (4), existe un punto y sólo uno, x= (Xis Xas ---+ Xn) 


tal que x,= D a,x,+b/"; además las aproximaciones sucesivas 
a 
de esta solución tienen la forma 
AO (O, A AP 
DP, xP, 0 P, 


(xt, a, 


donde 
ato, 


y a= (x, ..., xj) puede ser un punto cualquiera de R". 

Cada una de las condiciones (2), (3) y (4) es suficiente para 
que la aplicación y= Ax sea contraída. Respecto a la condición (2) 
se puede demostrar que es también necesaria para que la apli- 
cación y= Ax sea contraida (en el sentido de la métrica a). 

Ninguna de las condiciones (2), (3) y (4) es necesaria para 
que se pueda aplicar el método de aproximaciones sucesivas. Se 
pueden dar ejemplos, cuando una de estas condiciones se ve- 
rifica, pero las otras dos no se cumplen. 


Si Jay] <$ (en este caso se cumplen las tres condiciones), 
es aplicable el método de aproximaciones sucesivas. 

Si la,I=2 (en este caso las tres sumas son iguales a 1), es 
fácil ver que el método de aproximaciones sucesivas no puede 
aplicarse. 


3°. Teoremas de existencia y unicidad de ecuaciones diferen- 
ciales. En el punto anterior hemos señalado algunos ejemplos 


3 En particular, de cualquiera de las condiciones (2), (3) ó (4) se de- 
duce que 
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elementales de aplicación del principio de aplicaciones contraídas 
en los espacios de una y n dimensiones. Sin embargo, las apli- 
caciones más importantes para el Análisis del principio de apli- 
caciones contraidas se refieren a los espacios funcionales de 
infinitas dimensiones. Ahora veremos cómo mediante este prin- 
cipio se puede obtener teoremas de existencia y unicidad de la 
solución de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales e integrales. 
1. Supongamos que se tiene una ecuación diferencial 


L= y 6) 
con Ja condición inicial 

y(x)=Y (6) 
y que la función f, definida y continua en un recinto plano G 


que contiene el punto (Xe Y) verifica la condición de Lipschitz 
respecto a y: 


IG nH yd < M litl- 


Demostremos que entonces existe en un segmento | x—x, | <d 
una solución, y sólo una, y= @ (x) de la ecuación (1), que veri- 
fica la condición inicial (6) (teorema de Picard). 

La ecuación (5) junto con la condición inicial (6) es equiva- 
lente a la ecuación integral 


9) =0 +1 pupa. m 
Debido a la continuidad de la función f, tenemos |f (x, y)| < K 
para un recinto G’ <= G que contiene el punto (Xe Ya)- Escogemos 
ahora el número d > 0 de manera que se cumplan las condiciones: 

1) (x, y) EG”, siempre que ]x—x01 <d, |y—yo | < Kd; 

2) Ma <i. 

Designemos mediante C* el espacio de funciones continuas q, 
definidas sobre el segmento |x—x,| <d y tales que |9(x)= 
—yo|<Kd, con la métrica p(9,, a) = max | q (x1) — P: wl 

El espacio C* es completo, ya que representa un subespacio 
cerrado del espacio completo de todas las funciones continuas 


sobre [x,—d, xy-+ d]. Consideremos la aplicación y= Aq definida 
mediante la fórmula 


v0)=0 + SAG (dt, 


donde |x—x,]<d. Esta aplicación transforma el espacio com- 
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pleto C* en sí mismo y es contraída en él. En efecto, sea pEC* 
y [x—x| <d. En este caso, 


I4) 


Sia s0d| Ka 


y, por consiguiente, A(C*)=C*. Además, 


ST ISS 
< Má max 9, ()—0.(0)1 


Puesto que Md < i, la aplicación A es contraída, 

De aquí se deduce que la ecuación q == Ag (es decir, la ecua- 
ción (7) tiene una solución, y sólo una, en el espacio C*. 

2. Supongamos que se tiene un sistema de ecuaciones dife- 
renciales 


w= l a), a (0) ¿1,2 ..., 1 (8) 
con las condiciones ini 
Gi (X0) = Yon rd (9) 


y que las funciones f;, definidas y continuas en un recinto G del 
espacio R"*2 que contiene el punto (Xe, Yor ==. + Yon), verifican 
la condición de Lipschitz 


Mile ge, oea YE Y NS 
<M max |yP— yl 
D 


¡ales 


Demostremos que entonces existe en un segmento E] <d 
una solución, y sólo una, del problema inicial (8) y (9), es decir, 
un sistema, y sólo uno, de funciones q, que verifican las ecua- 
ciones (8) y las condiciones iniciales (9). 
El sistema (8) junto con las condiciones iniciales (9) es 
equivalente al sistema de ecuaciones integrales 
0) =Y SEE O, ++ AO) de i=l, 2. n (10) 


Debido a la continuidad, las funciones f; son acotadas en un 


recinto G'=G que contiene el punto (Xe, Ya: --- + Yom), es decir, 
existe una constante K tal que |f; (x, 4 al SK. 
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Escojamos ahora el número d >0 de manera que se cumplan 
las condiciones: 
D (o Yu eo WEG, siempre que |[x—x]<d, |y— 
— toi lS Kd; 
2) Md < 1. 
Consideremos ahora el espacio C;, cuyos elementos son los 
sistemas ordenados p=(Q -.-, Pa) de n funciones, definidas 
continuas para todo x, Siempre que |x—xr,|<d, y tales que 
o: (x)—Yo;] < Kd, y cuya métrica está definida por 


p, P= max jek 001- 


Este espacio es completo. La aplicación p= Af, dada mediante 
el sistema de ecuaciones integrales 


WA =y Shl, a «+++ Pa) dt, 


es una aplicación contraída del espacio completo C3 en sí mismo. 
En efecto, 


O pe (x)= 


== È [feth WP A e a OP DE E, OP O + «y ORALA 


y, por consiguiente, 
max LPP 0) — 4 (0 |< Md max | gi (x)— e” (x) |. 


La aplicación A es contraída, ya que Md < 1- 
De aqui se deduce que la ecuación p= Ag tiene una solución, 
y sólo una, en el espacio C;, 


4”. Aplicación del principio de aplicaciónes contraídas a ecua- 
ciones integrales. Empleamos ahora el método de aplicaciones 
contraídas para demostrar la existencia y unicidad de la solución 
de la ecuación integral lineal no homogénea de Fredholm de 
segunda especie, es decir de la ecuación 


è 
FO= N Ki, y FWdy+o() an) 


donde K (llamada núcleo) y y son funciones dadas; f, la función 
incógnita y A, un parámetro arbitrario. 

Como veremos, nuestro método es aplicable solamente para 
valores suficientemente pequeños del parámetro À. 
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Supongamos que K(x, y) y p(x) son continuas cuando 
a<x<b, a<y<b, y, por consiguiente, |K (x, y)]< M. Con- 
sideremos la aplicación g= Af del espacio completo Cia, ») en sí 
mismo, definida por la fórmula 


b 
g =A SK, 9) FU dy +e l). 
Tenemos 
P(g 8) = max |g wg lS 
<15] M (b--a) max | f, (x)— f, (x) l- 
Por consiguiente, la aplicación A es contraída, si P< mea: 
Del principio de aplicaciones contraidas deducimos que para 
todo 4, tal que I< area la ecuación de Fredholm tiene 


una solución continua única. Las aproximaciones sucesivas 
fos Fx «=> fu --. de esta solución tienen la forma 


è 
hS K Dina dye 
; 


donde f, (x) es una función continua cualquiera. 
El principio de aplicaciones contraídas puede ser también 
empleado en el caso de una ecuación integral no lineal de tipo 


è 
Ho ÈK, n FU) dy +o), (12) 
¿ 
donde K y « son continuas y, además, K verifica la condición 
de Lipschitz respecto a su argumento «funcional»: 
[Ko y 20—K( y 2) <M|2—2)1. 


En este caso, para la aplicación “g= Af del espacio completo 
Cia.» en sí mismo, definida por 


è 
20025 Ki, n Hudy+ ota, (13) 


obtenemos la desigualdad 
max | g, ()—8, (9 [< [2 | M(6—a) max | fa (x)— f, (0) l, 
donde g,=Af,, £.= Af, Por consiguiente, la aplicación A será 


contraída, siempre que |A|< zr +=" 
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Consideremos finalmente la ecuación integra! del tipo Volterra 


F= K, a) Pady ot) (14) 


En diferencia de las ecuaciones de Fredholm, el extremo superior 
de la integral es aquí la variable x. Formalmente esta ecuación 
puede considerarse como caso particular de la ecuación de Fred- 
holm, completando la definición de la función K mediante la 
igualdad 


K(x, y)=0 para y>x. 


Sin embargo, en el caso de la ecuación integral de Fredholm 
hemos tenido que limitarnos a pequeños valores del parámetro ^, 
mientras que en el caso de la ecuación de Volterra el principio 
de aplicaciones contraídas (y el método de aproximaciones suce- 
sivas) puede emplearse para todos los valores de A. Hablando 
con más precisión, se trata de la siguiente generalización del 
principio de aplicaciones contraídas: 

Sea A una aplicación continua del espacio métrico completo R 
en si mismo tal que la aplicación A" es contraída para algún n; 
en este caso, la ecuación 


Ax=x 


tiene una solución, y sólo una. 

En efecto, tomemos un punto arbitraris ER y consideremos 
la sucesión A*x,(k=0, 1, 2, ...). Repitiendo la parte corres- 
pondientemente de la demostración del principio de aplicaciones 
contraídas, podemos probar que esta sucesión converge. Pongamos 


Anry. 


Afirmamos que 
Áx=x. 
Efectivamente, debido a la continuidad de A, tenemos 
Ax= lim AMAz,. 


Puesto que la aplicación A es contraída, 
PLAMA xy, Al) Kap (AMA x, < © AP (Atos Xo). 
Por consiguiente, 
lim p(4™ Ax, Ax) =0, 


kao 


es decir, Ax 
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Demostremos la unicidad del punto fijo. Como todo punto 
fijo respecto a A también será fijo respecto a la aplicación A" 
y ésta es, a su vez, contraída, este punto fijo puede ser sola- 
mente único. E 

Probemos ahora que cierta potencia de la aplicación 


Afa) =A S Ki 1H dy+o() 


es una aplicación contraída. Sean f, y f, dos funciones continuas 
sobre el segmento (a, b]. Entonces 


14 (9 AR) => XK 0 DU whoa 


à 
<|A |M (x—a) max | f, (0) — fs (x) 
Aqui 
M=max]K (x, y)| 
De aquí 


147,694, (91 L A pM 22 max lj 0—0) 
y, en general, 
a Ah OKAM E <Ja Mm CA, 


donde m= max |f, (x)—fa (x) l- 
Cualquiera que sea el Valor A, podemos escoger n tan grande 
que 


(prat (ay 
ASS 


es decir, la aplicación A” será contraída para n suficientemente gran- 
des. Por consiguiente, la ecuación de Volterra (14) tiene solución, 
y además única, cualquiera que sea 7. 
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1°. Definición y ejemplos de espacios topológicos. Hemos 
introducido los conceptos principales de la teoría de espacios 
métricos (punto de acumulación, punto de adherencia, adherencia 
de un conjunto, etc.) basándonos en el concepto de vecindad o, 
que de hecho es lo mismo, en el concepto de conjunto abierto. 
Estos últimos conceptos (vecindad y conjunto abierto) se definían, a 
su vez, mediante la métrica existente en el espacio considerado. 
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Podemos, sin embargo, escoger otro camino y, sin introducir 
métrica ninguna en el conjunto dado R, definir directamente 
en R, mediante axiomas, el sistema de conjuntos abiertos. Este 
camino conduce a los espacios topológicos; respecto a ellos los 
espacios métricos representen un caso, aunque muy importante, 
pero especial. 


prrinicion. Sea X un conjunto cualquiera. Se llama topología 
en X a todo sistema t de subconjuntos G de X que verifica dos 
condiciones: 

1%, El propio conjunto X y el conjunto vacio 2% pertenecen 
at 
2. La unión U G, de un número cualquiera (finito o infinito) 


y la intersección f) G, de un número finito de conjuntos de t 


pertenecen a t. 

El conjunto X junto con la topología r, definida en él, es decir, el 
par (X, 1) se llama espacio topológico. 

Los conjuntos, pertenecientes al sistema 1, se llaman 
abiertos. 

Un espacio métrico está constituido por un conjunto de cuntos 
y una métrica introducida en este conjunto; de la misma forma, 
ùn espacio topológico está constituido por un conjunto de puntos 
y una topología introducida en él. Por consiguiente, definir un 
espacio topológico significa definir un conjunto X y una topo- 
logía z en él, es decir, indicar aquellos subconjuntos que se 
ideran abiertos en X. 

Está claro, que en un mismo conjunto X se puede introducir 
diferentes topologías, convirtiéndolo de esta forma en diferentes 
espacios topológicos. Sin embargo, denotaremos el espacio topo- 
lógico, es decir, el par (X, 1), mediante una letra, digamos 7. 
Llamaremos puntos a los elementos del espacio topológico. 

Los conjuntos TN G, complementarios a los abiertos, se llaman 
conjuntos cerrados del espacio topológico T. En virtud de las 
relaciones de dualidad ($ 1, capítulo 1), de los axiomas 1° y 2% 
se deduce que: 

V. El conjunto vacio Ø y todo el espacio T son cerrados. 

2, La intersección de un número cualquiera (finito o infinito) 
y la unión de un número finito de conjuntos cerrados son 
cerrados. 

En todo espacio topológico se introducen, a partir de estas 
definiciones y de un modo natural, los conceptos de vecindad, 
puntos de adherencia, adherencia de conjuntos, etc.: 
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Se llama vecindad del punto xET a todo conjunto abierto 
G<T que contiene el punto x; un punto xET se llama punto 
de adherencia del conjunto M œT, cuando toda vecindad del 
punto x contiene al menos un punto de M; un punto x se llama 
punto de acumulación del conjunto M, cuando toda vecindad del 
punto x contiene un número infinito de puntos de M. La tota- 
lidad de los puntos de adherencia del conjunto M se liama 
adherencia del conjunto M y se denota mediante el símbolo [M]. 
Es fácil ver (realícese la demostración) que los conjuntos cerra- 
dos, definidos más arriba como complementos de abiertos, y sola- 
mente ellos, verifican la condición (M) =M. Al igual que en el caso de 
espacios métricos, [M] esel menor conjunto cerrado que contiene a M. 

Ejemplos. 1. En virtud del teorema 3 del $ 2, los conjuntos 
abiertos de cualquier espacio métrico verifican los axiomas 1° y 2° 
de la definición de un espacio topológico. Por consiguiente, lodo 
espacio métrico es un espacio topológico. 

2. Sea T un conjunto arbitrario. Consideremos como abiertos 
lodos sus subconjuntos. Es obvio, entonces, que se cumplen los 
axiomas 1% y 2, es decir, obtenemos efectivamente un espacio 
topológico. Én él todos los conjuntos son a la vez abiertos y 
cerrados y, por eso, cada uno de ellos coincide con su adherencia, 
Esta topología trivial se observa, por ejemplo, en el espacio 
métrico, señalado en el ejemplo 1 del $ 1. 

3. Otro caso extremo se obtiene al considerar en un conjunto 
arbitrario X la topología compuesta sólo de dos conjuntos: el con- 
junto X y el conjunto vacío Ø. Aquí la adherencia de todo con- 
junto no vacío coincide con todo X. Este espacio topológico 
(que no representa, claro está, gran interés) puede ser Hamado 
«espacio de puntos pegados». 

4. Supongamos que 7' consta solamente de dos puntos a y b 
y que los conjuntos abiertos son todo el T, el conjunto vacío 
y el conjunto compuesto solamente del punto b. Los axiomas 
1? y 2 se cumplen. En este espacio (que frecuentemente se llama 
espacio de dos puntos conexos) los conjuntos cerrados son: todo 
el T, el conjunto vacío y el punto a. La adherencia del conjunto 
puntual (b) coincide con todo el T. 


2°, Comparación de topologías. Supongamos que en un mismo 
conjunto X se tienen dos topologias 1, y 1, (con ello quedan 
definidos dos espacios topológicos: T,=(Xy T) Y T= (Xi, Ta). 
Se dice que la topología +, es más fuerte que la topología T., 
cuando el sistema de conjuntos T, está contenido en 1,. De la 
topologia t, se dice en este caso que es más débil que 7,. 

En el conjunto de todas las topologías posibles del conjunto 
X se introduce, de manera natural, el orden parcial (la topolo- 
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gía 1, precede a la 1,, cuando es más débil que 1). Esta tota- 
lidad de topologías tiene el elemento maximal—la topología en 
la que son abiertos todos los subconjuntos (ejemplo 2)—y el 
elemento minimal —la topología en la que son abiertos solamente 
todo el X y Ø (ejemplo 3). 


TEOREMA 1. La intersección v=f 7, de un conjunto cualquiera 


más débil que cualquiera de las topologías Ta: 


Demostracion. Está claro que Nt, contiene a X y Ø. Además, 
cada sistema 1, es cerrado respecto a cualesquiera sumas e inter- 


secciones finitas; de aquí se deduce que 1=(] 1, también posee 
a 


de topologías de X es una topología de X. Esta topología v es 
| f 


esta propiedad. 


coronario. Sea B un sistema arbitrario de subconjuntos del conjunto 
X; entonces existe una topologia minimal de X que contiene a B. 

En efecto, existen topologías que contienen a B (por ejemplo, 
aquella en la que todo Aœ X es abierto). La intersección de 
todas las topologías que contienen a B es la deseada. Esta topo- 
logía minimal se lama topología generada por el sistema B y se 
denota con % (B). 

Sea X un conjunto arbitrario y A un subconjunto suyo. 
Llamaremos fraza del sistema de conjuntos B sobre el subconjunto 
Á al sistema B}, compuesto de subconjuntos de tipo ANB, 
BEB. Es fácil ver que la traza (sobre A) de la topología v 
(definida en X) representa una topología 1, de A. Por consiguien- 
te, todo subconjunto A de cualquier espacio topológico resulta 
ser un espacio topológico. El espacio topológico (4, t4) se llama 
subespacio del espacio topológico inicial (X, 1). Está claro que 
dos distintas topologías T, y t, de X pueden producir una misma 
topología en A c X. 


3°. Sistemas determinantes de vecindades. Base. Axiomas de 
numerabilidad. Como hemos visto, para definir una topologia en 
un espacio T hay que señalar en él el sistema de conjuntos 
abiertos. Sin embargo, en muchos casos concretos es más cómodo 
señalar no la totalidad de subconjuntos abiertos del espacio 
dado, sino un sistema determinante de subconjuntos que permite 
definir univocamente la totalidad de los subconjuntos abiertos. 
Por ejemplo, en el espacio métrico hemos introducido primero 
el concepto de bola abierta (=e-vecindad) y después hemos de- 
finido los conjuntos abiertos como aquellos que junto con cada 
punto contienen una vecindad suya en forma de bola. En otras 


$ 5. ESPACIOS TOPOLOGICOS 93 


palabras, en el espacio métrico son abiertos aquellos conjuntos 
y solamente aquellos que se pueden representar como la suma 
de bolas abiertas (en número finito o infinito). En particular 
son abiertos en la recta los conjuntos que se puede representar 
como la suma de un número de intervalos y solamente estos 
conjuntos. Estas consideraciones nos conducen al importante 
concepto de base de un espacio topológico. 


DEFINICION. Una colección $ de subconjuntos abiertos se llama 
base del espacio topológico T, cuando todo conjunto abierto de 
de se pipio representar como suma de cierto número de conjun- 
tos de $. 

Por ejemplo, la colección de todas las bolas abiertas (de 
todos los radios y centros posibles) constituye una base en un 
espacio métrico. En particular, el sistema de todos los intervalos 
es una base en la recta. Si se toman solamente los intervalos 
con extremos racionales, también constituyen una base en la 
recta, ya que mediante la suma de estos intervalos se puede 
representar cualquier intervalo y, por consiguiente, cualquier 
conjunto abierto sobre la recta. 

lo expuesto se desprende que la topología + del espacio 
T queda definida, si se indica en este espacio una base $. Esta 
topología t coincide con la colección de conjuntos que pueden 
representarse como suma de conjuntos de $. Para que esta forma 
de introducir la topología tenga un valor práctico es necesario 
señalar aquellas condiciones que debe cumplir un sistema $ de 
subconjuntos del conjunto dado 7 para que la colección de todas 
las sumas posibles de conjuntos de $ pueda ser considerada como 
la colección de conjuntos abiertos en T (es decir, para que estas 
sumas verifiquen los axiomas 1° y 2° de espacio topológico). 


Estas condiciones vienen dadas por el siguiente teorema. 


TEOREMA 2. Supongamos que en un conjunto T se ha escogido 
un sistema $ de subconjuntos G, que verifica las siguientes 
condiciones: 

a) Todo punto xET está contenido al menos en un subcon- 
junto G.ES. 
b) SÍxEG, y ¥EG,, existe un G,€$ fal que 
xEG, c G.N Gy 


Si declaramos abiertos en T al conjunto vacio y a todos los 
conjuntos que se pueden representarse como la suma de deter- 
minados G,€$, el conjunto T resultará un espacio topológico 
(es decir, estas sumas verificarán los axiomas 1° y 2 y el 
sistema $ será una base de él. 
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DEMOSTRACION. De las condiciones del teorema se deduce inme- 
diatamente que todo el T y el conjunto vacío son conjuntos 
abiertos y que la unión de cualquier número de conjuntos abiertos 
será abierta. Demostremos que la intersección de cualquier número 
finito de conjuntos abiertos será abierta. Es suficiente realizar 


la demostración para el caso de dos conjuntos. Sea A= 


y B=U Gy; entonces, ANB=U (Gano; 


ñ 8 a 

todo punto x€G,NG, existe un G €$ tal que x€ G, = G, N Gy 
Por consiguiente, el conjunto G, NG, es abierto, ya que puede 
ser representado como la suma de todos los G, contenidos en él. 
Pero en este caso es también abierto el conjunto A N B= U (G, N 
El hecho de que % constituye una base del espacio topológico 
construido se desprende de la forma misma en que se han defi- 
nido los conjuntos abiertos en 7. 

Para probar si una colección dada de conjuntos abiertos es 
base o no suele ser útil el siguiente criterio. 


Por hipótesis, para 


teorema s. Para que un sistema {G,} de conjuntos abiertos 
sea una base del espacio topológico Tes necesario y Suficiente 
que para todo conjunto abierto G y todo punto xEG exista un 
conjunto G, de este sistema tal que xEG, C G. 


DEMOSTRACION. Si (G,) es base, todo abierto GET es suma de 
determinados G,: 


Ga, 


y, Por consiguiente, todo punto xEG pertenece a algón G, con- 
a 


tenido en G. Viceversa, si se cumple la condición del teorema, 
G.) es base, En efecto, sea G un conjunto abierto arbitrario. 
ara todo punto xEG podemos encontrar un G,(x) tal que 
x€6,(x) 6. La suma de estos G,(x), construidos para cada 
x€6G, coincide con G. 

Es fácil ver, mediante este criterio, que la colección de todas 
Jas bolas abiertas de un espacio métrico constituye una base. 
La colección de todas tas bolas de radio racional también cons- 
tituye una base. En la recta es una base, por ejemplo, la 
colección de todos los intervalos racionales (es decir, de todos 
los intervalos de extremos racionales). 

Una clase importante de espacios topológicos la constituyen 
los espacios de base numerable, es decir, los espacios en los que 
existe por lo menos una base, compuesta por un número, a lo 
sumo numerable, de conjuntos. Los espacios de base numerable 
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suelen también llamarse espacios con el segundo axioma de nu- 
merabilidad. 

Si un espacio topológico tiene una base numerable, en él 
existe obligatoriamente un conjunto numerable siempre denso, 
es decir, un conjunto numerable, cuya adherencia es todo el T. 
En efecto, sea {G} una tal base. Tomemos en cada elemento 
de esta base un punto arbitrario x,. El conjunto numerable 
X=1x,) es siempre denso en T, ya que, de lo contrario, el 
conjunto abierto no vacio G=7\ ÍX] no contendria ningún 
punto de X y esto no puede ocurrir puesto que G es la suma 
de determinados conjuntos del sistema (G,) y x EG» 

Para lcs espacios métricos se cumple también la afirmación 
recíproca: 

Si en el espacio métrico R existe un conjunto [x,) numerable 
siempre denso, también existe en R una base numerable. 

En efecto, una tal base es, por ejemplo, la constituida por 


las bolas abiertas B/x,, 7), donde n y m recorren todos los 
valores naturales. Por lo tanto, tiene lugar el siguiente teorema: 


TEOREMA 4. Un espacio métrico R tiene una base numerable 
| si, y sólo si, existe en él un conjunto siempre denso. 

En virtud de este teorema, todos los ejemplos de espacios 
métricos, provistos de subconjuntos numerables siempre densos, 
ofrecen, ailan tiempo, ejemplos de espacios métricos con el 
segundo axioma de numerabilidad. El espacio de las sucesiones 
acotadas (véase el ejemplo 9 del § 1) que no tiene ningún sub- 
conjunto numerable siempre denso, tampoco tiene base numerable. 

Observación. El teorema 4 no se cumple, en general, para 
los espacios topológicos arbitrarios (no métricos): se puede dar 
ejemplos de espacios, provistos de un conjunto numerable siempre 
denso, que no tienen base numerable. Expliquemos la razón de 
este fenómeno. Para todo punto x de un espacio métrico R existe 


un sistema numerable U de vecindades (por ejemplo, el sistema 


de bolas abiertas B(x, 23). que cumple la siguiente condición: 
cualquiera que sea el conjunto abierto G que contiene al punto 
x, existe una vecindad der sistema Y que pertenece integramen- 
le a G. Un sistema tal de vecindades se llama sistema determi- 
nante de vecindades del punto x. Si para un punto x de un 
espacio topológico 7 existe un sistema determinante de vecin- 
dades, se dice que en este punto se cumple el primer axioma de 
numerabilidad. Si esto tiene lugar para cada punto del espa- 
cio T, el espacio T se llama espacio con el primer axioma de 
numerabilidad. 
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Sin embargo, en un espacio topológico arbitrario (aun cuando 
esté compuesto por un número numerable de puntos) puede no 
tener lugar el primer axioma de numerabilidad. Por eso no se 
puede extender al caso de un epsacio topológico arbitrario aque- 
Jlos razonamientos que en el caso de espacio métrico nos permi- 
tieron deducir de la existencia de un conjunto numerable siempre 
denso la existencia en este espacio de una base numerable. 

Un sistema (Ma) de conjuntos se llama cubrimiento del espa- 


cio topológico T, cuando (J M.=-7. Un cubrimiento, compues- 


a 
to por conjuntos abiertos o cerrados, se llama cubrimiento abier- 
to o cerrado, respectivamente, Si una parte {Ma;} del cubrimiento 
Ma también constituye un cubrimiento del espacio T, se dice que 
{Ma} es un subcubrimiento del cubrimiento (Ma). 


TEOREMA s. Si T es un espacio topológico de base numerable, 
de todo cubrimiento suyo abierto se puede extraer un subcubri- 
miento finito o numerable. 


DEMOSTRACION. Sea (Oa) un cubrimiento abierto del espacio T. 
Entonces, todo punto xET está contenido en un O,. Sea {Ga} 
la base numerable de T. Para todo x€T existe un elemento 
G, (x) de esta base tal que xEG,(x)=0,. La totalidad de con- 
juntos G,(x), obtenidos de esta forma, es finita o numerable y 
cubre todo T. Escogiendo para cada G, (x) uno de los conjuntos 
O., que lo contienen, obtendremos un subcubrimiento finito o 
numerable del cubrimiento {0,}. El teorema queda demostrado. 

De acuerdo con la definición de espario topológico el con- 
junto vacío y todo el espacio T son a la vez abiertos y cerra- 
dos. Todo espacio, que no tiene ningún otro conjunto a la vez 
abierto y cerrado, se llama conexo. La línea recta R! representa 
uno de los ejemplos más simples de espacios conexos. Pero si 
extraemos de R: aunque sea un sólo punto, el espacio que queda 
ya no será conexo. 


4%, Sucesiones convergentes en 7. El concepto de sucesión 
convergente, conocido de los espacios métricos, se extiende fá 
mente al caso de los espacios topológicos. A saber, la sucesión 
Xy Xa =>» Xar ... de puntos de T se llama convergente al 
punto x, cuando toda vecindad del punto x contiene todos los 
puntos de esta sucesión, comenzando de alguno. Sin embargo, 
en los espacios topológicos este concepto de convergencia no 
desempeña ese papel fundamental que le corresponde en los espa- 
cios métricos. Esto se debe a que en un espacio métrico R un 
punto x es un punto de adherencia del conjunto MER si, y 
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sólo si, en M existe una sucesión convergente a x, mientras que 
en un espacio topológico esto, como regla general, no se cumple. 
Si x es un punto de adherencia para M (es decir, pertenece a 
[M]) en un espacio topológico T, ello no implica la existencia 
en M de una sucesión convergente a x. Consideremos, a título 
de ejemplo, el segmento [0, 1], llamando abiertos aquellos sub- 
conjuntos suyos (además del conjunto vacío) que se obtienen 
omitiendo de él un número finito o numerable de puntos. Es 
fácil ver que los axiomas 1° y 2° (pág. 90) se cumplen, es de- 
cir, que tenemos un espacio topológico. Én este espacio serán 
convergentes sólo las sucesiones estacionarias, es decir, tales 
que sus elementos, empezando de cierto número, coinciden: 
E (¡demuéstrese esto!). Por otro lado, si coge- 
mos, por ejemplo, a título de M el semisegmento (0, 1], el 
punto 0 será para él un punto de adherencia (¡compruébesel), 
pero ninguna sucesión de puntos de M converge a Qen nuestro 
espacio. 

Las sucesiones convergentes «recobran su importancia», si en 
vez de considerar espacios topológicos arbitrarios nos limitamos 
a aquellos espacios, en los que se verifica el primer axioma de 
numerabilidad, es decir, cuando para todo punto x del espacio 
T existe un sistema numerable determinante de vecindades, En 
este caso, todo punto de adherencia x de un conjunto arbitrario 
McT puede ser representado como límite de cierta sucesión 
de puntos de M. En efecto, sea {O,} un sistema numerable 
determinante de vecindades del punto x. Podemos admitir que 

n 


O,+1=0, (de lo contrario, sustituiriamos O, por No). Sea 
iai 

xp un punto arbitrario de M perteneciente a O, (k= l, 2, ...). 

Está claro que un punto x, así debe existir, ya que de lo con- 

trario x no sería punto de adherencia para M. Es obvio que 

la sucesión (x,) converge a x. 

Como hemos señalado, todos los espacios métricos verifican 
el primer axioma de numerabilidad. Es por eso que en el caso 
de espacios métricos hemos podido enunciar, en términos de con- 
vergencia de sucesiones, conceptos como adherencia, punto de 
adherencia, etc. 


5°. Axiomas de separabilidad. Aunque muchos conceptos prin- 
cipales de la teoría de espacios métricos se extienden fácilmente 
a cualesquiera espacios topológicos, sin embargo, un espacio 
topológico arbitrario representa un ente demasiado general desde 
el punto de vista de los problemas del Análisis. En estos espa- 
cios se producen, a veces, situaciones que difieren de modo sus- 


A maso 
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tancial de lo que puede ocurrir en los espacios métricos. Así, 
hemos visto (ejemplo 4, pág. 91) que en un espacio topológico 
un conjunto finito de puntos puede no ser cerrado, etc. 

Entre los espacios topológicos se pueden destacar espacios 
que por sus propiedades se aproximan a los espacios métricos. 
Para ello hay que agregar a los axiomas 1° y 2 de espacio 
topológico unas u otras condiciones adicionales. Condiciones de 
este tipo son, por ejemplo, los axiomas de mumerabilidad que 
permiten estudiar la topología del espacio a partir del con- 
cepto de convergencia. Otro tipo importante de condiciones 
adicionales y de naturaleza distinta son los así llamados axiomas 
de separabilidad. Enunciaremos esta serie de axiomas en orden 
de generalización. 

T,. Primer axioma de separabilidad: para dos cualesquiera 
diferentes puntos x e y del espacio T existe una vecindad O, 
del punto x, que no contiene al punto y, y una vecindad O, del 
punto y, que no contiene al punto x. 
<a Los espacios que verifican este axioma se llaman T,-espacios. 
Un ejemplo de un espacio topológico, que no es 7,-espacio, lo 
ofrece el espacio de dos puntos conexos. 

En un 7Tyespacio todo punto es un conjunto cerrado. En 
efecto, si xy, existe una vecindad O, del punto y que no 
contiene a x, es decir, yE[x]. De manera que [x] =x. Por con- 
siguiente, en un T espacio resulta también cerrado todo conjunto 
compuesto de un número finito de puntos. Es más, se puede 
demostrar fácilmente que el axioma T, equivale a exigir que 
todos estos conjuntos sean cerrados. 

El axioma ,7',es una acentuación del primer axioma de sepa- 
rabilidad. 

T,. Segundo axioma de separabilidad o axioma de Hausdorff: 
para dos cualesquiera puntos x e y del espacio topológico T 
existen vecindades O, y O, de intersección vacía. 

Los espacios que verifican este axioma se llaman T,-espacios 
o espacios de Hausdorff. Todo espacio de Hausdorff es un T,- 
espacio, pero no viceversa. A título de ejemplo de un 7-espacio 
jue no es espacio de Hausdorff podemos señalar el segmento 
(o. 1], en el que se consideran abiertos el conjunto vacío y todos 
los conjuntos que se obtienen omitiendo del segmento a lo sumo 
un número numerable de puntos. 

Generalmente, en el Análisis no se emplean espacios más 
generales que los de Hausdorff. Es más, como regla general, 
los espacios, que representan interés para el Análisis, verifican 
además la siguiente condición, más fuerte aún, llamada condi- 
ción de normalidad del espacio. 
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Se llama espacio normal a un T espacio en el que cuales- 
quiera dos conjuntos cerrados tienen vecindades de intersección 
vacía. 

Todo espacio normal es de Hausdoríf. Un ejemplo de wn 
espacio de Hausdorff que no es normal lo ofrece el segmento 
[0, 1], en el que las vecindades de todos los puntos, excepto 
el punto O, se definen de la manera corriente, mientras que para 
las vecindades del cero se toman todos los semisegmentos (0, æ) 


de los que se han excluido los puntos de tipo $ (n=1, 2, ...). 
Esto es un espacio de Hausdoríf: el punto O y la sucesión 
da} representan dos conjuntes cerrados de intersección vacía 
de este espacio que no pueden ser separados mediante dos vecin- 


dades de intersección vacía. 

Son espacios normales, por ejemplo, todos los espacios mé- 
tricos. En efecto, sean X e Y dos conjuntos cerrados de intersec- 
ción vacía de un espacio métrico R. Todo punto xe X tiene 
una vecindad O, que no se interseca con Y y, por consiguiente, 
está a una distancia positiva p, de Y. De la misma forma todo 
punto yEY está a una distancia positiva p, de X. Considere- 
mos los conjuntos abiertos ® 


u=UB(s ts) y v= Uel?) ; 


que contienen a X e Y respectivamente, y demostremos que 
la intersección de estos conjuntos es vacía. Supongamos que 
2€UNV. En este caso, existe en X un punto xp tal que 


Poz) <=, y en Y un punto y, tal que p(z, y) < 2. 
Supongamos, para concretar, que px, < py,- Entonces 


P lto Y) <P (o, HP, y) < EL pyu 


es decir, x,€ B (Y, Pu); pero esto contradice a la definición de 
Pu: Hemos “demostrado nuestra afirmación. 

Todo subespacio de un espacio métrico es por sí mismo un 
espacio métrico y por eso también posee la propiedad de nor- 


malidad. Esto, como regla general, no tiene lugar para los espa- 


» Se llama vecindad de un conjunto M degun espacio topológico T a 
todo conjunto abierto U que contiene a M. 


) Aquí B(x, r) representa, como siempre, una bola abierta de radio r 
y centro cn x. 


qe 
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cios normales arbitrarios: un subespacio de un espacio normal 
no es necesariamente normal. De manera que la normalidad de 
un espacio no es una propiedad heredera Y. 

Una propiedad heredera es la así llamada regularidad total 
de los espacios topológicos. Un T,-espacio topológico se llama 
totalmente regular, cuando para todo conjunto cerrado FET y 
todo punto x,ET MF existe una función continua real f, definida 
sobre T, que es igual a cero en x,, a la unidad sobre F y que veri- 
fica la condición 0<f(x)<1. Todo espacio normal es total- 
mente regular”, pero no viceversa. Todo subespacio de un espa- 
cio totalmente regular (de un espacio normal, en particular) es 
totalmente regular. A. N. Tíjonov, a quien se debe el propio 
concepto de espacio totalmente regular, ha demostrado que la 
clase de espacios totalmente regulares coincide con la clase de 
todos los subespacios normales. Desde el punto de vista del Análi- 
sis, la importancia de los espacios totalmente regulares radica 
en que sobre cualquier espacio de esta índole se puede definir 
un número «suficientemente grande» de funciones continuas, ya 
que para cualesquiera dos puntos distintos x e y de un espacio 
totalmente regular T existe una función real continua, definida 
sobre T, que toma en estos puntos diferentes valores. 


6%. Aplicaciones continuas. Homeomorfismo, El concepto de 
aplicación continua, que hemos introducido en el $ 1 para los 
espacios métricos, es extensible, naturalmente, a espacios topo- 
lógicos arbitrarios. 


perinicion. Sean X e Y dos espacios topológicos. Una aplica- 
ción f del espacio X en el espacio Y se llama continua en el 
punto Xy cuando para toda vecindad Up, del punto y= f (xo) 
existe una vecindad V,, del punto x, tal que f(Vs)GUy,. Una 
aplicación f: X—+Y se llama continua, cuando es continua para 
todo punto x€X. En particular, una aplicación continua del 
espacio topológico X en la recta mumérica se llama función con- 
tinua sobre este espacio topológico. Es fácil ver, que en el caso 
de espacios métricos esta definición coincide, en efecto, con la 
definición de una aplicación continua de un espacio métrico en 
otro, que ha sido dada en el $ 1 de este capítulo. 


1 Una propiedad P se llama heredera, si siendo justa para todo el es- 
pacio topológico 7 También se verifica para cualquiera de sus subespacios 

» Este resultado (lejos de ser evidente) se desprende del siguiente 
teorema de P. S. Urisón: si T es un espacio normal y F; y F, dos con- 
los cerrados y de intersección vacía, existe una función f, 0 
P continua, definida Sobre T, que es igual a cero sobre F; e igual 
a la unidad sobre Fa. 
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Enunciemos ahora el concepto de continuidad de una apli- 
cación de un espacio topológico en otro en términos de conjun- 
tos abiertos, es decir, en términos de las topologías de los dos 
espacios considerados. Notemos que la aplicación f: X—Y puede 
ser considerada aplicación sobre, ya que siempre podemos consi- 
derar el subespacio [(X)=Y en vez de Y. 


TEOREMA 6. [Para que una aplicación |f de “un espacio topológico 
X en un espacio topológico Y sea continua, es necesario y sufi- 
ciente que la imagen reciproca T'=f-*(G)! de todo conjunto 
abierto GCY sea abierta (en X). 


DEMOSTRACION, NECESIDAD. Sea f una aplicación continua y G 
un conjunto abierto en Y. Demostremos que I = f~? (G) es abier- 
to. Sea x un punto cualquiera de F e y=f(x). Entonces, G 
representa una vecindad del punto y. De acuerdo con la defi- 
nición de continuidad, existe una vecindad V, del punto x, tal 
que f(V,)=G, es decir, V¿cT. En otras palabras, si xEL, 
iste una vecindad V, de este punto contenida en T. Pero esto 
significa precisamente que T es abierto. 


SUFICIENCIA. Sea T= f-!(G) abierto, cuando GEY es abierto. 
Consideremos un punto arbitrario xEX y una vecindad arbi- 
traria U, del punto y= f (x). Puesto que yEU,, el punto x per- 
tenece al conjunto f-*(U,). Este es un conjunto abierto y puede 
ser considerado como aquélla vecindad del punto x, cuya imagen 
está contenida en U,. Hemos demostrado el teorema. 

Observacion. Sean X e Y conjuntos arbitrarios y f una apli- 
cación de X en Y. Supongamos que Y está provisto de una 
topología + (es decir, de un sistema de conjuntos que contiene 
aY ya y que resulta cerrado respecto a las operaciones de su- 
mas cualesquiera e intersecciones finitas). Debido a que la ima- 
gen recíproca de la suma (intersección) de conjuntos es igual a 
la suma (intersección) de las imágenes reciprocas (teoremas 1 y 2 
del $ 3, cap. 1), obtenemos que la imagen recíproca de la topo- 
logía v (es decir, la colección de todos los conjuntos f~? (G), 
donde GEx1) es una topología en X, que denotaremos f-1(x). 
Si ahora X e Y son espacios topológicos, con topologías t, y 
1, respectivamente, el teorema 6, que da la condición necesaria 
y suficiente de la continuidad de la aplicación f: X—>Y, puede 
ser enunciado así: la aplicación f: X-—-Y es continua si, y sólo 
si, la topología 1, es más fuerte que la topología f-2 (1,). 

Teniendo en cuenta que la imagen recíproca del complemento 
es igual al complemento de la imagen recíproca, obtenemos el 
teorema dual al teorema 6. 
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Teorema ~. Para que la oplicación f de un espacio topoló- 
gico X en un espacio topológico Y sea continua, es necesario 
y suficiente que la imagen reciproca de todo conjunto cerrado 
de Y sea cerrada. 


Es fácil ver que la imagen deTun conjunto abierto (cerrado) 
ofrecida por una aplicación continua no es necesariamente abier- 
ta (cerrada). Consideremos, por ejemplo, la aplicación del semi- 
segmento X=[0, 1) en una circunferencia de la misma longi- 
tud. El conjunto |4, i cerrado en [0, 1), se transforma en 
este caso en un conjunto no cerrado de la circunferencia (fig. 12). 


fo: 


12) 


FIG. 12 


Para las aplicaciones continuas se cumple el siguiente teo- 
rema, análogo al teorema, bien conocido del Análisis, sobre 
la continuidad de la función compuesta. 


TEOREMA 7. Sean X, Y, y Z espacios topológicos y “sean f y 4 
aplicaciones continuas de X en Y y de Y en Z, respectivamente. 
Entonces la aplicación x—-p (f(x) del espacio X en Z es con- 
tinua. 


La demostración de este teorema se obtiene del teorema 6. 

Una aplicación f del espacio topológico X sobre el espacio 
topológico Y biunívoca y bicontinua a la vez se llama homeo- 
morfismo y los espacios X e Y se llaman homeomorfos. Los 
espacios homeomorfos entre sí tienen las mismas propiedades 
topológicas y desde el punto de vista topológico pueden conside- 
rarse como dos ejemplares de un mismo espacio. Las topologías 
de dos espacios homeomorfos son imágenes e imágenes recíprocas 
una de la otra. La relación homeomoría es reflexiva, simétrica 
Y transitiva; por consiguiente, la totalidad de los espacios topo- 
lógicos se divide en clases disjuntas de espacios homeomorfos 
entre sí. 

Observación. El concepto de homeomorfismo ya fue introducido 
en el $ 1 para los espacios métricos. Debe tenerse en cuenta, 
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sin embargo, que las propiedades métricas de dos espacios métricos 
homeomorios pueden ser distintas Y. Así, uno de ellos puede ser 


completo y el otro no serlo. Por ejemplo, el intervalo (—F, $) 


es homeomorfo a la recta numérica (el homeomorfismo corres- 
poneis viene dado por la función x-—-tg x) y, sin embargo, 
a recta es un espacio completo y el intervalo no lo es. 


7°. Distintos métodos de definición de topologías en un espacio, 
Metrizabilidad. La forma más directa y, por su esencia, más 
elemental de introducir una topología en un espacio consiste en 
señalar directamente aquellos conjuntos que se consideran abiertos. 
La totalidad de estos conjuntos debe verificar las condiciones 
I° y 2 (véase la pág. 90). Equivalente a ella es la forma dual 
que consiste en indicar la colección de conjuntos cerrados. Es 
obvio que esta colección debe verificar las condiciones 1' y 2” 
(pág. 90). Sin embargo, este método se puede aplicar, de hecho, 
en reducidos casos. Por ejemplo, ya en el caso del plano no se 
puede dar, por lo visto, una descripción directa de los subcon- 
juntos abiertos (de la forma como se logra hacer esto para la 
recta (teorema 5 del $ 2)). 

Un método que se emplea frecuentemente para introducir una 
topología en un espacio consiste en indicar en él una base; de 
hecho, precisamente de este modo, se introduce la topología en 
los espacios métricos, donde, a partir de la métrica, se define 
la base, es decir, la colección de bolas abiertas. 

Otra forma posible de definir una topología en un espacio 
consiste en introducir en él el concepto de convergencia. Sin 
embargo, hemos señalado ya en el punto 3 que este procedimiento 
no es universal: por medio de él sólo se pueden introducir to- 
pologías en espacios, en los que se cumple el primer axioma de 
numerabilidad. No obstante, desde el punto de vista del Análisis 
este método resulta frecuentemente útil ». 

En un espacio se puede introducir la topología definiendo en 
él axiomáticamente la operación de adherencia. Se dice que en 
el conjunto X se ha introducio la operación de adherencia, cuando 
a todo AX se le ha puesto en correspondencia un conjunto 
[AJ=X, llamado adherencia de A, de manera que la operación 


1 La métrica del espacio R determina univocamente su topología, pero 
no viceversa: una misma topología en R=(X, p) se puede obtener intro- 
duciendo en X diferentes métricas. 

® Más aun sí tenemos en cuenta que generalizando el concepto de 
convergencia (convergencia respecto a los así llamados filtros) este método 
resulto aplicable también en el caso general. 
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consistente en pasar del conjunto A al conjunto [A] verifica las 
propiedades 1), 2), 3) y 4) indicadas en el teorema 1 del $ 2. 

Uno de los métodos más importantes, aunque lejos de ser 
universal, de introducir una topología consiste en definir en el 
espacio una métrica. Como hemos visto, todo espacio métrico es 
normal y verifica el primer axioma de numerabilidad. Por eso si 
en algún espacio no se cumple una de estas dos condiciones, no 
se puede introducir la topología en él mediante ninguna métrica. 


DerINICION, Un espacio topológico se llama retrízable, cuando su 
topología puede ser introducida mediante alguna métrica. 

De acuerdo con lo que acabamos de señalar, la normalidad 
del espacio y el primer axioma de numerabilidad son condiciones 
necesarias para que el espacio sea metrizable. Sin embargo, nin- 
guna de estas dos condiciones por separado ni, incluso, ambas 
juntas son suficientes para que el espacio sea metrizable. No 
obstante, tiene lugar el siguiente teorema, que pertenece a 
P. S. Urisón: 

para que en espacio topológico provisto de base numerable sea 
metrizable, es necesario y suficiente que sea normal. 

La necesidad de esta condición es evidente. 


$ 6. COMPACIDAD 


1°. Concepto de compacidad. En el Análisis desempeña un 
panel fundamental el siguiente hecho, conocido como lema de 

leine— Borel: 

de cualquier cubrimiento del segmento [a, b] de la recta 
numérica por medio de intervalos se puede extraer un subcubri- 
miento finito. 

Esta afirmación continúa siendo válida, cuando en vez de 
intervalos se consideran cualesquiera conjuntos abiertos: de todo 
cubrimiento abierto del segmento [a, b] se puede extraer un 
subcubrimiento finito. 

Partiendo de esta propiedad del segmento de la recta numérica, 
introducimos el siguiente concepto importante. 


Der¡niciON. Un espacio topológico T se llama compacto, cuando 
cualquier cubrimiento abierto suyo contiene un subcubrimiento 
finito. Un espacio topológico compacto que verifica el axioma 
de separabilidad de Hausdorff se llama un compacto. 

Como veremos más adelante, la propiedad de compacidad la 
tienen, además de los segmentos, todos los subconjuntos cerrados 
acotados de un espacio euclídeo de cualquier dimensión finita. 
Al contrario, la recta, el plano y el espacio de tres dimensiones 
son ejemplos elementales de espacios no compactos. 
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Un] sistema de subconjuntos {A} del conjunto T se llama 
sistema centrado, cuando cualquier intersección finita f} A, de 


A 
elementos de este sistema es no vacía. De la definición dada de 
compacidad y de las relaciones de dualidad se deduce el siguiente 
teorema. 


TEOREMA 1. Para que un espacio topológico T sea compacto, es 
necesario y suficiente que verifique la condición (R): 
todo sistema centrado de subconjuntos cerrados de este'espacto 
tiene intersección no vacía. 


En efecto, sea {F} un sistema centrado de subconjuntos 
cerrados de T y sea T un espacio compacto. Los conjuntos G, = 
=T N F, son abiertos; además, como cualquier intersección finita 


MF, es no vacía, ningún sistema finito de conjuntos Gj=T N F, 
i=1 

uede cubrir todo 7. Pero en este caso todos los G, tampoco 
forman cubrimiento (compacidad); esto significa que NF, Ø. 
Por consiguiente, si 7 es un espacio compacto, en él se verifica 
la condición (R). Viceversa, supongamos que 7 verifica la con- 
dición A que {0} es un cubrimiento abierto del espacio T. 
Tomando F.=TN G., obtenemos que NF, =Ø y de aquí se 
desprende (condición (R)) que el sistema {F,} no puede ser cen- 


trado, es decir, existen F,, ..., F, tales que f) F;=Ø. Pero en 


im 
este caso los conjuntos correspondientes G; =T \ F; constituyen 
un subcubrimiento finito del cubrimiento {G,}. Por consiguiente, 
de la condición (R) se deduce la compacidad. 

Veamos algunas propiedades principales de los espacios com- 
pactos. 


TEOREMA 2. Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es 
compacto. 


DEMOSTRACION. Sea F un subconjunto cerrado de un espacio com- 
pacto T y sea (F,) un sistema centrado cualquiera de subcon- 
juntos cerrados del subespacio FT. En tal caso, todo F, es 
cerrado también en T, es decir, (F,] es un sistema centrado de 
conjuntos cerrados de T. Por consiguiente, NF, ++ Ø. De aqui, 
de acuerdo con el teorema 1, se desprende la compacidad de F. 

Puesto que todo subespacio de un espacio de Hausdorff es 
también de Hausdorff, obtenemos de aquí el siguiente corolario. 
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coroLARio. Todo subconjunto cerrado de un compacto es un com- 
pacto. 


Teoremas. Un compacio resulta cerrado en cualquier espacio de 
Hausdorff que lo contiene. 


pemosTRAcioN. Sea K un conjunto compacto en un espacio de Haus- 
doríf T y sea yEK. Entonces, para todo punto xE€K existe una 
vecindad U, del punto x y una vecindad V, del punto y tales que 


UV =Ø. 


Las vecindades U, forman un cubrimiento abierto del conjunto K. 
Debido a la compacidad de K, se puede extraer de él un subcu- 
brimiento finito Ux, Uz,» +...» Uz, Pongamos 


VEV a AVN o NV 


Entonces, V es una vecindad del punto y que tiene intersección 
vacía con Ux, U... U Us, DK. Por consiguiente, y € [K], es decir, 
K es cerrado. El teorema queda demostrado. 

Los teoremas 2 y 3 indican que en los espacios de Hausdorff 
la compacidad es una propiedad interna del espacio, es decir, 
que todo compacto continúa siendo un compacto, aunque sea 
sumergido en espacios de Hausdorff cada vez más amplios. 


TEOREMA 4. Todo compacto representa un espacio normal. 


DEMOSTRACION. Sean X e Y dos subconjuntos cerrados disjuntos 
de un compacto K. Es fácil ver, repitiendo los razonamientos 
realizados en la demostración del teorema anterior, que para 
todo punto yEY existe una vecindad suya U, y un conjunto 
abierto 0,>X tales que U,N O,= Ø. Extraigamos del cubrimien- 
to (U,) del conjunto Y tn sibcubrimiento finito Uy, ..., Uy 
Entonces, los conjuntos abiertos 


OD=0n N ... NO y, 


y 
OD =U, UUn U se. UU yn 


verificarán las condiciones necesarias: 
omx, 0™>Y 
omnot= g. 
2”. Aplicaciones continuas de espacios compactos. Las aplica- 


ciones continuas de espacios compactos, en particular, de com- 
pactos, tienen varias propiedades interesantes e importantes. 
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TEOREMA 5. La imagen continua de un espacio compacto es un 
espacio compacto. 


DEMÓSTRACION:”Sea X un espacio compacto y f una [aplicación 
continua de él sobre el espacio topológico Y. Consideremos algún 
cubrimiento va del espacio Y mediante conjuntos abiertos y 
tomemos U,=/"'(V, conjuntos U, son abiertos (como 
imágenes recíprocas de conjuntos ábjertos en caso de una aplica- 
ción continua) y fotman un cubrimiento del espacio X. De este 
cubrimiento se puede extraer, debido a la compacidad de X, un 
subcubrimiento finito U;, Us, ..., Un. En este caso, los con- 
juntos V, V,, .... Va “donde V;=f(U), cubrirán a todo el 
espacio Y. 


TEOREMA 6. Toda aplicación biunivoca y continua de un com- 
1. pacto X sobre otro compacto Y es un homeomorfismo. 


DEMOSTRACIÓN.. Debémos probar que «de las condiciones del teo- 
rema se deduce la continuidad de la aplicación inversa q”! 
Sea F un conjunto cerrado de X y sea P=q(F) su imagen en Y. 
De, acuerdo on el. teorema anterior, P es un compacto y, por 
consiguiente, P ¡es cerado en Y. De manera que la imagen 
recíproca por la aplicación `? de todo conjunto cerrado Fe X 
es Cerrada. Esto: significa precisamente que la aplicación y"! es 
continua. 


3“, Compacidad numerable, 


TEOREMA .7. Si T es un espacio compacto, todo subconjunto suyo 
infinito tiene. al menos un punto de acumulación. 


à T contiene un conjunto infinito X sin puntos 
de acumulación, se puede escoger en él un conjunto numerable 


X= (Lp Xp...) 
que tampoco tiene puntos de acumulación. Pero los; Jconjuntos 
Xa (Eu Ana +0) 


forman entonces un sistema centrado de conjuntos cerrados de T, 
que tiene intersección vacía, es decir, T no es un espacio com- 
pacto. Introduzcamos la siguiente definición. 


berinicion. Un espacio T se lama espacio compacto numerable, 
cuando todo subconjunto infinito suyo tiene al menos un punto 


de acumulación. 
El teorema 7 significa, por lo tanto, que todo espacio com- 
pacto es compacto numerabie. La recíprota, en general, no se 
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cumple. He aquí un ejemplo «tradicional» de un espacio com- 
pacto numerable, pero no compacto. Consideremos el conjunto X 
de todos los números ordinales œ menores que el primer número 
ordinal innumerable Q. Llamemos intervalo (æ, B) de X a la 
totalidad de números ordinales y, que verifican las desigualdades 
œ< y <P. Llamemos conjunto abierto en X a toda unión de 
un número arbitrario de intervalos. Es fácil comprobar que el 
espacio construido es compacto numerable, pero no compacto. 

El siguiente teorema deja clara la relación existente entre 
los conceptos de compacidad y compacidad numerable. 


TEOREMA $. Para que un espacio topológico sea compacto nume- 
rable, es necesaria y suficiente cada una de estas dos condi- 
ciones: 

1) Todo cubrimiento abierto numerable del espasio T contiene 
un subcubrimiento finito. 

2) Todo sistema centrado numerable de conjuntos cerrados 
de T tiene una intersección no vacía. 


DEMOSTRACION. [La equivalencia de las condiciones 1) y 2) se des- 
rende inmediatamente de las relaciones de dualidad. Ahora 
ien, si T no es compacto numerable, podemos demostrar, repi- 
tiendo los razonamientos empleados al demostrar el teorema 7, 
que en 7 existe un sistema centrado numerable de conjuntos 
cerrados, cuya intersección es vacía. Con esto queda establecido 
que la condición 2) (y, por consiguiente, la condición 1)) es 
suficiente, Demostremos la necesidad de la condición 2). Sea T 
un espacio compacto numerable y sea {F„} un sistema numerable 
centrado de conjuntos cerrados de T. Probemos que N F, 4 Ø. Sea 


=f) Fe 
tei 


Está claro que todos los D, son no vacios (debido a que (F,) 
es un sistema centrado), que forman un sistema no creciente 


0,>0,>... 
y que 
NO, = N Fa 


Pueden darse dos casos: 
1) Comenzando de un número fo, 


De Dr. 
Es evidente, entonces, que NO, =0, + S. 
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2) Entre los D, hay un número infinito de conjuntos dis- 
tintos dos a dos. Basta entonces, evidentemente, considerar el 
caso en que todos los O, son distintos entre sí. Sea 

Xa END gr 
La sucesión (xy) representa un conjunto infinito de puntos dife- 
rentes de T; debido a la compacidad numerable de T, esta 
sucesión debe tener al menos un punto de acumulación, digamos, xọ. 
Puesto que O, contiene todos los puntos Xy Xa+1s »» +» €l punto xy 
es un punto de acumulación para O, y, como O, es cerrado, 


XED, Por consiguiente, f) 0,3 xo, es decir, (]D,22. 


a a 

De manera que los espacios compactos numerables son aquellos 
espacios topológicos, en los que de cada cubrimiento abierto 
numerable se puede extraer un subcubrimiento finito, mientras 
que en un espacio compacto fodo cubrimiento abierto contiene 
un subcubrimiento finito. 

Aunque en el caso general la compacidad numerable no implica 
la compacidad, tiene lugar el siguiente resultado importante. 


TEOREMA 9. Para los espacios de base numerable los conceptos 
| de compacidad y compacidad numerable coinciden. 


En efecto, del teorema 6 del § 5 se deduce que de cualquier 
cubrimiento abierto del espacio T, provisto de una base nume- 
rable, se puede extraer un subcubrimiento numerable, Si T es, 
además, compacto numerable, de este último se puede extraer, 
de acuerdo con el teorema anterior, un subcubrimiento finito. 
Con esto queda establecido que T es un espacio compacto. 

Observación. De hecho, el concepto de compacidad nume- 
rable de un espacio topológico resulta (a diferencia del concepto 
de compacidad) poco acertado y poco natural. Surgió en las 
Matemáticas debido a una especie de «inercia». Como quedará 
demostrado en el punto siguiente, en el caso de espacios métricos 
estos dos conceptos coinciden (al igual que en el caso de espacios 
de base numerable). El concepto de compacidad en los espacios 
métricos significaba inicialmente la existencia de un punto de 
acumulación en todo subconjunto infinito, o sea, coincidía con 
la definición de compacidad numerable. La extensión «automá- 
tica» de esta definición de los espacios métricos a los topológicos 
condujo precisamente al concepto de espacio topológico compacto 
numerable. En la literatura, especialmente anticuada, el término 
«compacidad» se entiende a veces como «compacidad numerable», 
mientras que un espacio topológico compacto en el sentido de 
la detinición que hemos introducido (es) decir, Espacio. en que 
todo cubrimiento abierto suyo contiene un subcubrimiento finito) 
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se llama bicompacto. Además, un espacio de Hausdoríf compacto 
se llama un bicompacto, reservándose el término de «un com- 
pacto» para los espacios métricos compactos. Nos atendremos a 
la terminología (compacidad, compacidad mumerable) que hemos 
introducido más arriba; además, los espacios métricos compactos 
los llamaremos simplemente compactos y en los casos, cuando 
resulte deseable subrayar la presencia de la métrica, diremos 
«compactos métricos». 


4”. Conjuntos relativamente compactos. Un conjunto M, per- 

teneciente a un espacio de Hausdorff T, que no sea cerrado 
en T, no puede ser compacto. Por ejemplo, ningún subconjunto 
no cerrado de la recta numérica es un compacto. Puede, sin 
embargo, ocurrir que la adherencia [M] de un tal conjunto M 
de T tenga ya la propiedad de compacidad. Por ejemplo, esto 
sucede para todo subconjunto acotado de la recta "numérica o de 
un espacio de n dimensiones. Introduzcamos la siguiente defi- 
nición. ; 
DEFINICION. Un conjunto M, perténeciente a un espacio topoló- 
gico 7, se llama relativamente compacto (en T), cuando su adhe- 
rencia en T es compacta. De la misma forma .se «dice que M es 
relativamente compacto numerable en T, cuando todo subconjunto 
infinito ACM tiene al menos un punto de acumulación” (que 
puede pertenecer, pero puede y no pertenecer a M). 

El concepto de compacidad relativa (a diferencia del con- 
cepto de compacidad) está relacionado, evidentemente, con aquel 
espacio T, en el que se considera el conjunto dado. Por ejemplo, 
el conjunto de los puntos racionales del intervalo (0, 1) es rela- 
tivamente compacto, si se considera como un subconjunto de la 
recta numérica, pero no será relativamente compacto si se con- 
sidera como un subconjunto del espacio de todos los números 
racionales. 

El concepto de compacidad relativa adquiere su mayor im- 
portancia en el caso de los espacios métricos que trataremos en 
el parágrafo siguiente. 
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1°. Acotación total. Puesto que los espacios mútricos repre- 
sentan un caso particular de los espacios topológicos, a ellos se 
extienden los resultados y definiciones, expuestos en el parágrafo 
anterior. En el caso de Jos espacios métricos la compacidad está 
estrechamente ligada al concepto de acofación fofal que ahora 
introduciremos. 

Sea M un conjunto de un espacio métrico R y e un número 
positivo. Se dice que el conjunto A de R es una e-red de M, 
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cuando para todo punto x€ M existe al menos un punto a€ A 
tal que 


pis a) <e. 


Por ejemplo, los puntos de coordenadas enteras forman una 
yr del plano. Un conjunto M se liama totalmente acotado, 
cuando cualquiera que sea e >0 existe una exred finita suya. 
Está claro, que un conjunto totalmente acotado es necesariamente 
acotado, como la suma de un número finito de conjuntos aco- 
tados; la afirmación recíproca no es, en general, justa, como lo 
demuestra el ejemplo 2 que citamos más abajo. 

Frecuentemente resulta útil la siguiente observación obvia: 
si el conjunto M es totalmente acotado, su adherencia [M] es 
también totalmente acotada. 

De la definición de acotación total se desprende inmediata- 
mente que todo espacio métrico R totalmente acotado es sepa- 


rable. En efecto, construyamos para todo n una Led finita 


de R. La suma, respesto a n, de todas estas redes representa 
un conjunto numerable siempre denso en R. 

Ejemplos. 1. En el espacio euclideo de n dimensiones la aco- 
tación total coincide con la acotación corriente, es decir, con 
la posibilidad de sumergir el conjunto dado dentro de un cubo 
suficientemente grande. En efecto, si dividimos este cubo en 
cubos Je dimensión e, los vértices de estos últimos formarán 
una LL ered finita en el cubo inicial y, por consiguiente, en 
cualquier conjunto, contenido en este cubo. 

2. La esfera unitaria S del espacio l, ofrece un ejemplo de 
un conjunto acotado, pero no totalmente. En efecto, conside- 
remos los siguientes puntos de S 


e,=(1, 0, 0, 
e,=(0, 1, 0, 


La distancia entre dos cualesquiera de estos puntos €, y en 
(nm) es igual a VZ. De aquí se desprende que en S no puede 


existir una e-red finita para ningún e<ZE, 
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3. Consideremos en l, el conjunto II de puntos 
X= (Xar Xar A) 
que verifican las siguientes condiciones 
1 1 
FAESA LAIA EN 


Este conjunto se llama paralelepipedo fundamental (o «ladrillo 
de Hilbert») del espacio /,. Representa un ejemplo de un conjunto 
totalmente acotado de infinitas dimensiones. Para demostrar que 
es totalmente acotado podemos proceder del siguiente modo. 

Sea dado e > 0. Escogemos n de manera que zzy < $. A todo 


punto 


Ai a) a) 
de II pongamos en correspondencia el punto 
EA (is ins Re Ds Os: <<) (2) 


de este mismo conjunto. En este caso 


El conjunto TI* de puntos de TI de tipo (2) es totalmente aco- 
tado (por ser un conjunto acotado de un espacio de n dimensio- 
nes). Tomemos en TI* una -red finita. Está claro que será al 
mismo tiempo una e-red de IL 

2”. Compacidad y acotación total. 


TEOREMA 1. Todo espacio) métrico R compacto, numerable es to- 
| talmente acotado. 


DEMOSTRACION. Supongamos que R no es totalmente acotado. 
Esto significa que para algún e, >0 no existe en R una sored 
finita, Tomemos en R un punto arbitrario a,. Existe en R al 
menos un punto, digamos a,, tal que p(a,, 2,)>e, (de lo con- 
trario, el punto a, resultaría ser una eyred de R). De la misma 
forma, en R existe un punto a, tal que 


Pha 4) >, y Pla, a) > to, 


ya que, de lo contrario, el par de puntos a,, a, representaría 
una ered. Determinados ya los puntos Aj, ..., Gp, escojamos 
el punto ay... € R de manera que 


Plai art) > E=l, 2, .... k 
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Mediante este proceso obtenemos una sucesión infinita a}, 4,» ... 
que no tiene ningún punto de acumulación, ya que p(4;, aj) > 8 
para ij. Pero en tal caso R no es un espacio compacto nu- 
merable, que es lo que queríamos demostrar. 


coroLarto 1. Un espacio métrico R compacto numerable tiene 
un conjunto numerable siempre denso y una base numerable. 


En efecto, construyamos en [R una -L -red finita para todo 


n=], 2, y tomemos la unión de estas redes. Esta será pre- 
cisamente el conjunto numerable siempre denso en R. La exis- 
tencia de una base numerable en un espacio métrico, provisto 
de un conjunto numerable siempre denso, fue demostrada ya 
anteriormente (teorema 5 del $ 5). 

Recordando el teorema 9 del $ 6, obtenemos el siguiente 
corolario importante. 


COROLARIO 2. Todo espacio métrico compacto numerable es com- 
pacto. 

Hemos demostrado que la acotación total es una condición 
necesaria de la compacidad de un espacio métrico. Esta condi- 
ción no es suficiente; por ejemplo, la totalidad de los puntos 
racionales del segmento [0, 1] con la definición corriente de la 
distancia entre ellos es un espacio totalmente acotado, pero no 
compacto: Ja sucesión de puntos de este espacio 

0; 0,4; 0,41; 0,414; 0,4142; 


es decir, la sucesión de aproximaciones decimales del número 
VŽ] no tiene en este espacio punto de acumulación. Sin em- 
bargo, tiene lugar el siguiente teorema. 


Teorema 2. Para que un espacio métrico R sea un compacto, 
es necesario y suficiente que sea 
1) totalmente acotado, 
2) completo. 


pemostracion. La necesidad de la acotación total ya la hemos 
demostrado. La necesidad de la complitud es evidente: en efecto, 
si (x,) es una sucesión fundamental sin límite de R, esta suce- 
sión no tiene en R ningún punto de acumulación. Probemos 
ahora que siendo R totalmente acotado y completo, es compacto. 
Para ello es suficiente demostrar que toda sucesión (x,,) de puntos 
de R tiene al menos un punto de acumulación. 

Construyamos una bola cerrada de radio 1 en torno a cada 
uno de los puntos que forman una l-red en R. Puesto que estas 
bolas cubren todo el R y el número de ellas es finito, al menos 
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una de estas bolas, llamémosia B,, contiene una subsucesion 
(sucesión parcial) infinita x, ..., x, ... de la sucesión bea: 
Escojamos ahora en B, una 1/2red y construyamos alrededor de 
todo punto de esta red una bola cerrada de radio 1/2. Al menos 
una de estas bolas, llamémosla B,, contiene una subsucesión 
infinita xP, ..., xP, ... de la sucesión {x9}. Busquemos 
Juego una bola cerrada B, de radio 1/4 y centro en B, que con- 
tiene una subsucesión infinita xp”, xp, ... de la sucesión 
(xP), ete. Consideremos con toda B, una bola cerrada A, 
con centro en el mismo punto, pero de un radio dos veces 
mayor. Es fácil ver que las bolas A, están encajadas unas en 
otras, Debido a la complitud del espacio R, la intersección 
MA, es no vacia y consta de un sólo punto xj. Este punto cs 
nel 

un punto de acumulación de la sucesión inicial (x,), ya que 
toda vecindad suya contiene una bola B, y, por consiguiente, 
una subsucesión infinita {x%} de la sucesión (X,). 


3°. Compacidad relativa de subconjuntos en un espacio mé- 
trico. El concepto de compacidad relativa, introducido en el 
parágrafo anterior „para subconjuntos de un espacio topológico 
arbitrario, es aplicable, en particular, a los subconjuntos de un 
espacio métrico. Es evidente, además, que el concepto de com- 
pacidad relativa coincide en este caso con el concepto de com- 
pacidad numerable relativa. Destaquemos el siguiente resultado 


simple, pero importante. 


TEOREMA 3. Para que un conjunto M [de un espacio métrico 
completo R sea relativamente compacto, es necesario y suficiente 
que sea totalmente acotado. 


La demostración se obtiene inmediatamente del teorema 2 y 
del hecho evidente de que todo subconjunto cerrado de un espacio 
métrico completo es también completo. 

La importancia de este teorema estriba en que, como regla 
general, resulta más fácil establecer la acotación total de uno 
u otro conjunto, que demostrar directamente su compacidad 
relativa. Al mismo tiempo, para las aplicaciones del Análisis 
tiene importancia precisamente la compacidad. 

Observación. Al demostrar la acotación total de uno u otro 
conjunto M (es decir, al construir en él una e-red finita para 
todo e > 0) de un espacio métrico R, no es necesario que esta 
e-red pertenezca a M. Es suficiente que esta e-red finita pueda 
ser construida mediante puntos, pertenecientes a R. En efecto, 


$ 7. COMPACIDAD EN ESPACIOS METRICOS 116 


si los puntos 
An Aa + 0,ER 


son tales que para todo punto x 
p(x, a) <e 


para cierto k, obtendremos una 2e-red en el conjunto M, com- 
puesta por puntos de este conjunto, al sustituir todo punto az 
mediante un punto b, que verifique las condiciones 


Plan b) Ke BEM 


4°. Teorema de Arzelá. La demostración de la compacidad 
de un conjunto de un espacio métrico, es un problema que 
encontramos con bastante frecuencia en el Análisis. Al mismo 
tiempo, la aplicación directa del teorema 2 del punto 2 no 
siempre resulta simple. Para los conjuntos, situados en un espa- 
cio concreto, se puede dar criterios especiales de compacidad, 
que resultan más cómodos para la aplicación práctica. 

En un espacio euclideo de n dimensiones la compacidad de 
un conjunto es equivalente, como hemos visto, a su acotación. 
Sin embargo, esto ya no es cierto para espacios métricos más 
generales. 

En el Análisis, uno de los espacios métricos más importantes 
es el espacio Cia, o Para los subconjuntos de este espacio, un 
criterio importante y frecuentemente empleado de compacidad 
relativa lo ofrece el así llamado teorema de Arzelá. 

Para poder enunciarlo, necesitamos los siguientes conceptos. 

Una familia ® de funciones «q, definidas sobre un segmento, 
se llama eguiacotada, cuando existe un múmero K tal que 


lew] <K 

para todo xE[a, b] y toda yED. 

Una familia ®= fọ} se llama equicontinua, cuando para cada 

«>0 hay un $>0 tal que 

Ie) (x)|<e 

para todas las funciones pED y para todo par X, x, de [a, b] 

tal que p(x; x)<Ó. 

TEOREMA 4 (arzeió) Para que una familia D de funciones 
continuas, definidas sobre el segmento [a, b], sea relativamente 
compacta en Cia, op es necesario ly suficiente que esta familia 
sea equiacolada y equicontinua. 

PEMOSTRACION. NECESIDAD. Sea la familia @ relativamente com- 

pacta en Cia, s- Entonces, de acuerdo con el teorema 3 del 
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punto anterior, para cada e positivo existe en D una ¿red 


finita Po Qu ---» Pae Cada una de las funciones «;, siendo 
continua sobre un segmento, es acotada: 
1901 K 


Pongamos K=maxK¿+-=. Por definición de ¿-red, para 
todo pEW tenemos, al menos para un P; 
PO» 9)=max pe (01<Ge 
Por consiguiente, 
(e01<I0 0 1+7<K +3 SK. 


Es decir, D es una familia equiacotada. 
Luego, puesto que cada una de las funciones q, que forman 


la g-red es contínua y, por consiguiente, uniformemente conti- 


nua sobre (a, 6], para un F dado existe un & tal que 


[o (e) 0001 <> 
siempre que |x,—x,] < 8; 

Sea ô= min 6,. Entonces, para |x,—x,| <ô y para cualquier 
función pED, tomando q; de manera que p(9, p) <$, obte- 
nemos 
g) px) 1< 

Slok — o (4) 141006) —91 01 1+1 9,60) —0 (131 < 


< + tz 


Hemos demostrado con eilo la equicontinuidad de la familia D, 


SUFICIENCIA. Sea ®© una familia equiacotada y equicontinua de 
funciones. De acuerdo con el teorema 3, para demostrar su com- 
pacidad relativa en Cra, »}, es suficiente probar que existe en 
Cia, sy una e-red finita de ella cualquiera que sea e >0. Sea 


l0()1 <K para todos pED 
y sea $>0 escogido de manera que 


lo) e)l < -5 para [xx] < 8 
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y para todos pE0. Dividamos el segmento [a, b] del eje x 
mediante los puntos x=, < x, < X, < ... < X, =b en interva- 
los de longitud menor que ò y construyamos rectas verticales 
a través de estos puntos. Dividamos el segmento [—K, K] del 
eje y mediante los puntos y,=—K <4, < 1<... <Yn=K 


en intervalos de longitud <- y construyamos rectas horizon- 


tales a través de estos puntos. De esta forma el rectángulo 
a<x<b, —K<y<K resultará dividido en células con lado 
horizontal de longitud <ô y con lado vertical de longitud 


<$- Asignemos ahora a cada función p€® la quebrada (x) 


con vértices en los puntos (Xy y;), es decir, en los nodos de la 
red construida, y que diverge de la función ẹ(x) en los pun- 


tos x, en menos que E (la existencia de una quebrada de este 


tipo es evidente). 
Puesto que, por la construcción, 


¡PP I< E. 
10) —P 00,01 < E 


AE 
tenemos 


Ibt 01 < E. 


Puesto que la función (x) es lineal entre los puntos x, Y Xy, 
tenemos 


Iv)—v691<F para todos x€ lx xin]. 


Sea ahora x un punto arbitrario del segmento [a, b) y sea xy 
el punto de la división escogida más próximo a x por la izquier- 
da. Entonces 


190901 <10 (92 (0 1419 (0) —v (6) + 
Heete 
Por consiguiente, las quebradas w (x) representan una e-red res- 


pecto a D. El número de ellas es finito; luego, D es totalmente 
acotada. Hemos demostrado completamente el teorema. 
5”. Teorema de Peano. El teorema de Arzelá tiene múltiples aplicacio- 


nes. A título de aplicación suyo veamos ei siguiente teorema de existencia 
para ecuaciones diferenciales ordinarias con el miembro derecho continuo. 
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TEOREMA 5 (Peano). Sea 
dy 
a TY (3) 


una ecuación diferencial dada. Si la función f es continua en un recinto 
cerrado G, al menos una curva integral de la ecuación dada pasa por cada 
punto interior (Xy, Yo) de este recinto. 


DEMOSTRACION, Puesto que la función f es continua en un recinto cerrado, 
es acotada: 


f(x, y)| < M= const. 

Tracemos por el punto (xe, Yo) las rectas con pendiente M y —M, Tra- 
:cemos, además, las rectas verticales x=a y x=b de manera que los dos 
triángulos con vértice común en (xp, ya) que ellas producen pertenezcan 
integramente al interior de la región G. 

Construyamos ahora para la ecuación dada las asi. llamadas quebradas 
de Euler del siguiente modo: tracemos por el punto (xe. Ya) la recta de pen- 
diente f (ta, yo), Tomemos en esta secta un punto (tı, Y) Y tracemos, a tras 
vés de él, una recta de pendiente /(x,, y:). Èn esta recta tomemos un punto 
Et da), y fracemos, a través, de él, una recta de pendiente f (zn, ya), él. 

jusideremos ahora la sucesión de quebradas de Euler Ly, La, +.» Ln. 
que pasan por el punto (xe ya) y tales que la longitud del mayor di 
eslabones de la línea La tiende a cero para k— oo. Sea qa la función, 
cuya gráfica es la línea Ly. Las funciones Qu Pas ~+», Gm ++. poseen las 
siguientes propiedades: 

1 ) están definidas en un mismo segmento [a, b], 


2) son equiacotada: 

3) son equicontinuas. 

En virtud del teorema de Arzelá, se puede extraer de la sucesión {ipa} 
una subsucesión unilorinemente convergente, Sea gU, g% ..., ga 
esta ¡sucesión ¿tia 4 id a 

'ongamos q (x) = lim para k—» œ. Está claro que ẹ (x,) =4o; 
kale proa 3 EIRE DEN A segmento [a, 5] la ecuación A 
dada. Bara ello es necesario demostrar que cualquiera que sea € >O 


LO, pen] <e 


siempre que la magnitud | x"—x' | sea suficientemente pequeña. A su vez, 
para demostrar esto es preciso establecer para % suficientemente grande 


[A 56, ghy | <s 


siempre ka la diferencia |x"—x'| sea suficientemente pequeña. 
mesto que f es continua en la región G, para cualquier € > 0 se puede 


encontrar un y >0 tal que 
Fe, y’) e < Hr y) < He, yde 
Wwu=p(). 
lx—x1<2 e lu—=y |< 4Mn. 
El conjunto de puntos (x, y)EG, que verifican estas dos desigualdades, 
constituye un rectángulo Q Sea ahora K tan grande que para todo k > K 
19 (99%) |< 4n 


siempre que 


$ 7. COMPACIDAD EN ESPACIOS METRICOS 19 


todos los eslabones de la quebrada Le tienen longitud menor que n- 
Entonces, si |x—x' | < 2y, todas las quebradas de Euler q(W. correspon- 
dientes a k > K, se encuentran integramente en el interior de Q- 

Además, sean (Ag, bo), (dr, b1), ---» (Carr Pn+1) los vértices de la que- 
brada «44, donde 

Er <a << 
(suponemos, para concretar, que x” > x’ 
gamente). Entonces, 
qu (a) — p™ (x°) =} (aor bo) (6, —x"), 
QM (aj 1) — go (ap) == (ap, bi) (asia): ¿1,2 20. 010 
Gu (4) (am) =f (an Bn) (4 An). 

De aqui, para |x"—x'| < 1, obtenemos 

IF (e, ye (a, —x) < gW (a) —q0 (e) < 1H, y) + (a) 
Hæ, y')—el (asima) < q (aj, )— q (a) < 

< If (x, y) +e (aisa 

M, y) el (an) < PP) (an) < I G 
Sumando estas desigualdades, encontramos 

Mi, y) EE) < p p (e) < l H=), 
que es lo que queriamos demostrar, 

Diierentes subsucesiones de la sucesión de quebradas de Euler pueden 
converger a diferentes soluciones de la ecuación (3). Por eso, la solución y 
que hemos obtenido no es, en general, la única solución de la ecuación 
y =1(x, y) que pasa por el punto (xo. Yo)» 

6. Teorema generalizado de Arzelá. Sean X e Y dos com- 
pactos métricos y sea Cyy el conjunto de todas las aplicaciones 
continuas f del compacto X en Y. Definamos la distancia en 
Cxy mediante la fórmula 


pif, e) = sup p (F0), 2). 


<an < Kân 
el caso x” < x' se considera análo 


YAA 


Es fácil comprobar que Cyy se convierte de esta forma en 
un espacio métrico. 


TEOREMA 6 (teorema generalizado de Arzelá). Para que un conjunto 
D<C yy sea relativamente compacto, es necesario y suficiente 
que las funciones f que integran D sean equicontinuas, es decir, 
que para cualquier e >0 exista un 8 >0 tal que de 

p(x, x) <8 (4) 
se deduzca 
PEE) TEY <e (5) 
cualesquiera que sean f de D y x y xX de X. 
Demostracion, La necesidad se demuestra igual que en el teo- 
tema 4. 
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Demostremos la suficiencia. Para ello sumerjamos Cyy en el 
espacio Myy de todas las aplicaciones del compacto X en el com- 
pacto Y con la misma métrica 


ed =p p (F) 20) 


que ha sido introducida en Cyy, y demostremos la compacidad 
relativa del conjunto D en Myn Puesto que Cy es cerrado en 
Mxy”, la compacidad relativa del conjunto D en May implica 
su compacidad relativa en Cyy. 

Tomemos arbitrariamente e >0 y escojamos $ de manera 
que de (4) se siga (5) para todo f de D y todo x’, x de X. 
Es fácil ver que X se puede representar como la unión de con- 
juntos disjuntos E; tales que de x’, x"EE; se deduce que 
p(x’, 4) <5. En efecto, para ello es suficiente escoger los pun- 
LOS Xp Xy... Xn de manera que" formen una $ red en X y to- 
mar, por ejemplo, 


'E,=S (xp 8)—U S(x, 8). 
pe 


Consideremos ahora ¡en el compacto Y una e-red finita y,, 
Yas`- ++» Ymi denotemos mediante L la colección de funciones 
g(x) que toman los valores y, sobre los conjuntos £;. El número 
de estas funciones es, evidentemente, finito. Probemos que forman 
una 2e-red respecto a D en Myy. En efecto, sea FED. Para 
todo punto x; de xX, ..., x, existe un punto y, de Y, --., Ym 
tal que 


(P G (x), y) <A 


Sea la función g€ L escogida de"manera que g(x) = yi 
Eritonces, 


PE) EN S p ENED He O Ed, gH 
+p (E(x), g(x)) < 2e, 


si i se ha escogido de manera que x€ E; 

De aquí se desprende que p(f, g) < 2e fy, por consiguiente, 
la compacidad de D en Myy y, por lo tanto, en Cyy queda 
demostrada. 


1 Esto se debe a que el límite de una sucesión uniformemente conver- 
gente de aplicaciones continuas es también una aplicación continua. La 
proposición enunciada representa una gensralización directa del teorema 
conocido del Análisis y se demuestra igual que este teorema. 
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$ 8. Funciones reales sobre espacios métricos y topológicos 


1°. Funciones y funcionales continuas y uniformemente con- 
tinuas. Una función real sobre un espacio topológico (en parti- 
cular, métrico) T es una al ción del espacio T en el espa- 
cio R! (la recta numérica). Así, por ejemplo, una función real 
sobre el espacio R" de n dimensiones es la función ordinaria 
de n variables. 

Cuando el propio espacio T se compone de funciones, las 
funciones definidas sobre él se llaman funcionales. Veamos algu- 
nos ejemplos de funcionales de funciones x, definidas sobre el 
segmento [0, 1]: 

F, (x)=sup x (0); 

F, (x)= ini x(t); 

Fa (x)= x (to), donde ¿¿€ [0, 1]; 

F(x) =g [x (ta); x(t), ix (t,)}, donde, t,€[0, 1] 


y la función (Sor Sy ++ Sa) está definida para todo s; real; 


F, (x) =$ y [t, x(0)] dt, donde q(£, s) está definida y 
è 


es continua para todo 0<1<1 y todo s real; 
F, (x)=x' (tp), donde t, €[0, 1]; 
1 


Fr (x) =j VIF jdt; 
f 


Fo) = $ |x (ldt. 


Las funcionales F,, F, F,, F, y F, están definidas sobre el 
espacio C de todas las funciones continuas sobre el segmento [0, 1]; 
F está definida sólo para las funciones diferenciables en el punto fe; 
F, para aquellas funciones para las cuales la expresión V 1 F x° (f) 
es integrable y F, para funciones para las cuales] x’ (£) |es integrable. 

La funcional F, (x) es continua sobre C, ya que 


p(x y) =sup|x—y] y |supx—sup y] <sup]x—yl. 
Las funcionales F,, F, y F, son también continuas sobre C; la 
funcional F, es continua sobre C, cuando la función q que lo 
determina es continua respecto a todos sus argumentos. La fun- 
cional F, es discontinua en todo punto de C donde está definida. 
En efecto, sea x(f) una función tal que x'(t)=1 y |x()|<e 
y sea y=x,+x. Entonces, y (t)=x;(t,)-+1, mientras que 
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p(y, x) <e. Esta funcional F, resultará continua, si se considera 
sobre el espacio C ™, compuesto de funciones que tienen derivada 
continua y provisto de la métrica 


e =p 040 (+1 09 011. 


La funcional F, es también discontinua sobre el espacio C. En 


efecto, sea xo(f)=0 y x,()=2 sen 2ant. Entonces, P (en o) = 


— 0; sin embargo, F,(x,)>4 para todo n, mientras que 


F,(x)=1. Por consiguiente, F,(x,) no tiende a F, (x,), cuando 
x — Xy. El mismo ejemplo sirve para demostrar que la funcio- 
nal F, es también discontinua sobre el espacio C. Ambas fun- 
cionales F, y F, son continuas en el espacio C%, 

Para las funciones, definidas sobre un espacio métrico, sub- 
siste el concepto habitual de continuidad uniforme: la función f(x) 
es uniformemente continua sobre un espacio métrico R, cuando 
para todo e >>0 existe un 6>0 tal que 


IFD t (x)| <e, siempre que p(x, x,) <8. 


Por ejemplo, la funcional F, es uniformemente continua sobre 
el espacio C (¡ compruébese esto!). 

Para las funciones reales sobre compactos métricos tiene lugar 
el siguiente teorema, que generaliza e! teorema bien conocido 
del curso elemental de Análisis acerca de las funciones continuas 
sobre un segmento. 


TEOREMA t. Una función real continua sobre un compacto mé- 
I trico es uniformemenie continua. 


DEMOSTRACION. Supongamos que f(x) es continua, pero no uni- 

formemente continua, sobre un compacto métrico K. Entonces, 
ara cierto e positivo y cualquier n natural existirán x, y Xn de K 
les que 


P(n 19) < È, mientras que |f (2a) —} (04) 1> e 
De la sucesión (%,) se puede extraer, debido a la compacidad 
de K, una subsucesión (xn, convergente a un punto x€K. En 
este caso {xa} también converge a x; pero para cada k debe 
cumplirse al menos una de las desigualdades 
Fotad, O S 


y esto contradice a la continuidad de la función f en el punto x. 
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2°. Funciones continuas y semicontinuas sobre espacios com- 
pactos. Más arriba hemos visto que el teorema sobre la continuidad 
uniforme de una función continua sobre un segmento subsiste 
para las funciones definidas sobre cualesquiera compactos métricos. 
En cuanto a las demás propiedades de funciones continuas sobre 
un segmento, conocidas del Análisis, algunas de ellas se extien- 
den, como veremos ahora, a espacios compactos cualesquiera (no 
necesariamente métricos). 


Teorema 2. Sea T un espacio compacto y f una función continua 
sobre él. Entonces, f es acotada sobre T y alcanza sobre T sus 
extremos superior e inferior. 


DEMOSTRACION. Una función continua es una aplicación continua 
de T en la recta numérica R!. La imagen de T en R! es, de 
acuerdo con el teorema general 3 del $ 6, compacta. Pero un 
subconjunto compacto de la recta numérica es cerrado y acotado y, 
por consiguiente, no sólo tiene extremos superior e inferior finitos, 
sino que contiene inclusc estos extremos. El teorema queda de- 
mostrado. 


EJERCICIO. Sea K un compacto métrico y A una aplicación de K en si 
mismo tal que p(Ax, Ay) < ee y) para x + y. Demuéstrese que la aplica- 
ción A tiene en K un punto fijo único. 

Las afirmaciones del último teorema admiten una generaliza- 
ción al caso de funciones de una clase más amplia, a saber, al 
caso de las así llamadas funciones semicontinuas. 

Una función f(x) se llama semicontinua inferiormente (supe- 
riormente) en el punto Xe cuando para todo e >0 existe una 
vecindad del punto x, tal que f (x) >/(x)—e (FG) < f (xa) +8). 

Por ejemplo, la función «parte entera de x» /()=£() es 
semicontinua superiormente. Si aumentamos (disminuimos) el 
valor f (x) de una función continua en un punto xe, obtendremos 
una función semicontinua superiormente (inferiormente). Si f (x) 
es semicontinua superiormente, la función —f (x) es semicontinua 
inferiormente. Estas dos observaciones permiten obtener inmedia- 
tamente un gran número de ejemplos de funciones semicontinuas. 

Para el estudio de las propiedades de semicontinuidad de 
funciones reales conviene permitirles que tomen valores infinitos. 
Si f(x.) =— œ, consideraremos que la función f es semicontinua 
inferiormente en xy; en cambio, si para todo 4> 0 existe una 
vecindad del punto x, tal que f(x) <—h, admitiremos que la 
función f es semicontinua también superiormente en el punto xo. 

Si f(x) = +œ, consideraremos que la función f es semicon- 
tinua superiormente en x,; en cambio, si para todo A >O existe 
una vecindad del punto x, tal que f(x) >k, admitiremos que 
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la función f es semicontinua también inferiormente en el punto xy. 

Sea f (x) una función real sobre un espacio métrico R. Se llama 
limite superior (xa) de la función f (x) en el punto x, a la mag- 
nitud (finita o infinita) lim f sup f (x)]. Se llama límite infe- 


aro | reS tn 0) 
rior f(x.) a la magnitud (finita © infinita) lim [int f6). 
£i pos 


pS xes (tn €) 
La diferencia of (xo) =F (x) — E (xa) (si es que tiene sentido, es 
decir, si al menos uno de los números (xp), f(x,) es finito) se 
llama oscilación de la función f(x) en el punto x,. Es fácil ver 
que para la continuidad de f(x) en el punto x, es necesario y 
suficiente que wf (xp) =0, es decir, que —oo < f (x)= F(x.) < + 00. 
Para cualquier función f(x), la función f(x) es semicontinua 
superiormente y la función f(x), semicontinua inferiormente. 
Esto se obtiene fácilmente de la definición de los límites superior 
e inferior. 
Veamos un ejemplo importante de una funcional semicontinua. 
Definamos la longitud de la curva y=f(x) (a<x<b) me- 
diante la funcional 


m4 = s, Vera EEE Er) 


donde el extremo superior (que puede ser igual a -+ o0) se toma 
respecto a todas las divisiones posibles del segmento [a, b). Esta 
funcional está definida sobre todo el espacio M de las funciones 
reales acotadas. Para las funciones continuas coincide con el 


valor del límite 
O Vaa- IA 
mex rima) 0 21 
Finalmente, en caso de funciones con derivada continua puede 
ser representada en la forma 


è 
I VTF dx. 


La funcional L4 (f) es semicontinua inferiormente en M, como 
se deduce fácilmente de su definición. 

El teorema, establecido anteriormente, se generaliza al caso 
de funciones semicontinuas. 


teoremaz. Una función finita semicontinua inferiormente (su- 
periormente) sobre un espacio compacto T está acotada inferior- 
mente (superiormente). 
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En efecto, supongamos que inf f(x)=—oo. Entonces, existe 
una sucesión (x,) tal que f(x,) <— n. Puesto que el espacio T 
es compacto, el subconjunto infinito (x,) suyo tiene al menos 
un punto de acumulación x,. Por hipótesis la función f es finita 
y semicontinua inferiormente; por eso, existirá una vecindad U 
del punto x, tal que f(x) >F(x))—1 para xEU. Pero en este 
caso la vecindad U puede contener solamente un número finito 
de puntos del conjunto {xn} y esto contradice a que x, es un punto 
de acumulación de este conjunto. 

De manera análoga se demuestra el teorema en el caso de una 
función semicontinua superiormente, 


tuorema 20. Una función finita semicontinua inferiormente 
(superiormente) sobre_un espacio compacto T alcanza su extremo 
inferior (superior). 


Supongamos que la función f (x) es semicontinua inferiormente. 
Entonces, de acuerdo con el teorema 2a, tiene un extremo infe- 
rior finito y, además, existe una sucesión (x,) tal que f(x,) < 
<in fwi. 

Debido a la compacidad de 7, el conjunto (x,) tiene un punto 
de acumulación xj. Si fuese f(x.) > iní f, existirían, en virtud 
de la semicontinuidad inferior de la función f, una vecindad U 
del punto x, y un 8 >0 tales que f(x) > inf f +8 para x € U. Pero 
en este caso la vecindad U no podría contener ningún subcon- 
junto infinito del conjunto (x,). Por consiguiente, f(xp)=inf f, 
que es lo que se quería demostrar. 
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Sea dada una aplicación continua 


IP= 
del segmento 
actab 


en un espacio métrico R. Cuando f «recorre» el segmento desde a hasta b, 
el punto correspondiente P «recorre» una ecurva continua» en el espacido R. 
Nos proponemos dar unas definiciones rigurosas, relacionadas con la idea 
losca que acabamos de exponer. Consideraremos que el orden en el que se 
recorren los puntos de la curva es una propiedad esencial de la propia curv; 

Un mismo conjunto, indicado en la fig. 13, recorrido en las direcciones se- 
ñaladas en las figs. l4 y será considerado como diferentes curvas. A título 
de un ejemplo más consideremos la función real, definida sobre el segmento 
10, 1), que viene representada en la fig. 16. Representa una «curva», situada 


1) Este parágrafo no está relacionado con la exposición sucesiva. El 
lector puede, si lo desea, omitirlo. 
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en cl segmento [0, 1] del eje y y distinta de este segmento recorrido una vez 
desde el punto O hasta el punto l, ya que el segmento (A, B] se pasa tres 
veces (dos hacia arriba y una hacia abajo). 

Sin embargo, si los puntos del espacio se recorren en el mismo orden, 
consideraremos que la selección del «parámetro» £ no es esencial. Por ejemplo, 
las funciones representadas en las figs. 16 y 17, determinan una misma 
«curva», situada sobre el eje y, aun cuando los valores del parámetro t, 
correspondientes a algún punto de la curva, resulten distintos en los cusos 
de la fig. 16 y la fig. 17. Por ejemplo, en cl caso de la fig. 16, al punto A 
le corresponden sobre el eje £ dos puntos aislados, mientras que en el coso 
de la fig. 17, corresponden sobre el eje f un punto aislado y un segmento, 
situado a su derecha (cuando £ recorre este segmento, el punto de la curva 
se mantiene fijo) 3). 


FIG. 13 FIG. H FIG. 15 


(a 
FIG. 16 FIG. 17 


Pasemos a las definiciones formales. Dosziunciones continuas 
P=f (t) y P=) 
definidas, respectivamente, sobre los segmentos 
eerzr y Calar 


y con valores en un espacio métrico R, se llaman eguioofentes, cuando existen 
dos funciones continuas no decrecientes 


1=9'0 y C=F (0. 


definidas sobre un segmento 
astat, 


1) En vista del estudio ulterior de la compacidad de sistemas de curvas 
conviene consentir estos segmentos de constancia del punto P=f (1). 
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que poseen las propiedades 
Y (aa, q (b)=b" 
Pla=ae, Y =t, 
Fr =r IG O 
para todo tEfa, b). 


Es fácil ver que la relación de equivalencia así introducida es reflexiva 
(f es equivalente a f), simétrica (si f’ es equivalente a f", también f" es 
equivalente a fr) y transitiva (de la equivalencia de fr y ù y de la equiva- 
lencia de [* y f” se deduce la equivalencia de f' y f”). Por eso, todas las 
funciones continuas del tipo considerado se dividen en clases de funciones 
equivalentes entre si. Cada una de oslas clases define una curoo continua 
en el espacio R. 


Es fácil ver que para toda función P=' ((), definida sobre un segmento 
A taa Imelo ad valente a ella, definida sobre el segmento 
=[0, 1]. En efecto, es suficiente tomar Ù 
tæp (=b atta, =g (t) 

Por consiguiente, podemos suponer que toda curva viene dada en forma pa- 
ramétrica mediante una función definida sobre el segmento [0, 1]. 

Por eso resulta oportuno introducir el espacio C (/, R) de aplicaciones 
continuas f del segmento /={[0, 1} en el espacio R con la métrica 
p(t, a= sup p (F (D, g (D). 


Admitiremos que la sucesión de curvas Li, La, .... Ln, ... Converge a la 
curva f, cuando las curvas Lu pueden ser representadas paramétricamente 
en la forma 


P=fa(l). 01<1 
y la curva L, en la forma 

P=f() Ogia 
de manera que p (f, fn) —> 0 para n-— œ. 


Aplicando el teorema generalizado de Arzelá (teorema 6 del $ 7), es fácil 
demostrar el siguiente teorema, 


TEOREMA 1. Si la sucesión de curvas Ly, Ly ..., Lm -... situadas en un 
compacto K, se puede representar paramótricamente mediante funciones 
equicontinuas sobre el segmento [0, 1], se puede extraer de ella una subsu- 
cesión convergente. 


Definamos ahora la longitud de una curva, que en forma paramétrica 
viene dada por la función 
P=f(), a<1<b, 


como el extremo superior de las sumas de tipo 


Y PO). HED 


A 


1) Admitimos siempre que a < b. Sin embargo, no excluimos Jas «curvas» 
que constan de un solo punto y que se obtienen cuando la función f (f) es 
constante sobre [a, ô]. Este acuerdo también resulta oportuno para lo sucesivo. 
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donde los puntos ty están sujetos solamente a las condiciones 
(ALS md. 


Es fácil ver que la longitud de una curva no depende de su represen- 
tación paramétrica. Si nos limitamos a las representaciones paramétricas 
por medio de funciones, definidas sobre el segmento [0, 1], es fácil demos- 
trar que la longitud de una curva es una funcional semicontinua inferior- 
mente de f (en el espacio C (7, R). En el lenguaje geométrico este resultado 
puede ser enunciado en forma del siguiente teorema sobre semicontinuidad. 


TEOREMA 2. Si la sucesión de curvas Ln converge a la cursa L, la lon- 
| giind de la curos L no es mayor que el limite inferior de las longitudes de 
las curvas La. 


Consideremos ahora especialmente las curvas de longitud finita, Supon- 
gamos que la curva está definida por la función paramétrica 


P=f(),  a<t<b. 


La función f, considerada solamente en el segmento (a, T], donde a£T7'<0, 
define el «segmento inicial» de la curva desde el punto 


Pa=} (0) 
hasta el punto 

Pr=j (T). 
Sea 

sp() 


su longitud. Es fácil probar que 
P=8(5)=Fl9="(5)1 


es una nueva representación paramétrica de la misma curva. Aquí $ recorre 
el segmento 
Osas, 


donde S es la longitud de toda la curva considerada. Esta representación 
verifica la exigencia 


P (El) (5) Elsas 


(la Jongitud del arco es no menos que la longitud de la cuerda), 
Pasando al segmento [0, 1), obtenemos la representación paramélrica 


s 
y 


P=F()=8(5), 


que verifica la condición de Lipschitz 
PEM) Fl) SI Tl 
Vemos, por consiguiente, que para todas las curvas de longitud 
SaM, 
donde M es una constante, es posible una representación paramétrica median- 
te funciones equicontinuas, definidas sobre ei segmento [0, 1]. Por lo tanto, 
a ellas es aplicable el teorema 1. 


Mostremos el alcance de los resultados generales obtenidos aplicándolos 
a la demostración de la siguiente proposición importante. 
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TEOREMA s. Si dos puntos Ay B de un compacto K pueden unirse por 
medio de una curva continua de longitud finita, entre estas curvas existe la 
de longitud minima. 


En efecto, sea Y el extremo inferior de las longitudes de las curvas, 
que unen los puntos A y B del compacto K. Supongamos que las longitudes 
de las curvas Ly, Las »-., Las --., que unen los puntos A y B, tienden a Y. 
De acuerdo con el teorema 1, de la sucesión Ln se puede extraer una sub- 
sucesión convergente, De acuerdo con el teorema 2, la curva límite de esta 
subsucesión no puede tener longitud mayor que Y. 

Observemos, que incluso en el caso, en que X es una superficie cerrada 
suave (diferenciable suficiente número de veces) del espacio euclídeo de tres 
dimensiones, este teorema no se desprende directamente de los resultados 
que se establecen en el curso de Geometría Diferencial, donde se considesa, 
generalmente, sólo el caso de puntos A y B suficientemente próximos, 

Todo lo expuesto adquiriría mayor claridad, sí bubiesemos provisto de 
una estructura de espacio métrico el conjunto de todas Jas curvas del espacio 
métrico dado R. Esto se puede hacer definiendo la distancia entre las curvas 
La y L, mediante la fórmula 


P (Lr La) =imtp (frs fa). 
donde el extremo inferior se toma respecto a todos los pares de represen- 
taciones paramétricas de la curva L, por medio de la función 
h ogis, 
y de la curva La por medio de la función 
P=f(b. OSIS 


La demostración de que esta distancia verifica los axiomas corrientes es 
sencilla, a excepción de un momento: ofrece ciertas dificultades demostrar 


que de 
P (La L)=0 


se deduce la identidad de las curvas L, y La. Este resultado es consecuencia 
directa del hecho de que el extremo inferior en la fórmula, mediante la cual 
hemos definido la distancia p(L,. La) se alcanza, si se escogen adecuada» 
mente las representaciones paramétricas /; y fs- Pero la demostración de 
esta última proposición tampoco es sencilla. 
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$ 1. ESPACIOS LINEALES 


El concepto de espacio lineal es uno de los más importantes 
en las Matemáticas. Desempeñará un papel primordial no sólo 
en este capítulo, sino también en toda la exposición sucesiva. 


1°. Definición y ejemplos de espacios lineales, 


DEFINICION 1. Un conijunio no vacío L de elementos x, y, Z, ... 
se llama espacio lineal, o vectorial, cuando satisface las siguien- 
tes condiciones: 

1. Para cualesquiera dos elementos x, yEL está definido 
univocamente un tercer elemento 2€1, llamado suma de ellos 
y denotado x-+y, tal que 

1) x+y=y+x (conmutatividad), 

2) x+(y+2)=(x+y)+2 (asociatividad), 

3) en Lexiste un elemento O tal que x-+0=x para todo x€ L 
(existencia del cero), 

4) para todo x€ L existe un elemento —x tal que x + (—x)=0 
(existencia del elemento opuesto). 

II. Para cualquier número æ y cualquier elemento x€ L está 
definido el elemento ax€ L (producto del elemento x por el nú- 
mero a) de manera que 

1) a (Bx) = (ap) x, 

Dix=x 

TIT. Las operaciones de adición y multiplicación están rela- 
cionadas entre sí mediante las leyes distributivas: 

1) (a +p) x= ax + Bx, 

2) als + 9) = astay. A 

En dependencia del conjunto de los números que se admite 
(todos los complejos o solamente los reales), se distinguen los 
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espacios lineales complejos y reales”. A menos que no se diga 
lo contrario, nuestros razonamientos serán válidos tanto para 
los espacios complejos, como para los reales. 

Observemos que todo espacio lineal complejo puede ser con- 
siderado como real, si nos limitamos a la multiplicación de los 
vectores por números reales. 

Veamos algunos ejemplos de espacios lineales, dejando a cargo 
del lector la comprobación, en cada uno de ellos, de los axiomas 
enunciados anteriormente. 

1. La recta numérica, es decir, el conjunto de los números 
reales con las operaciones habituales de adición y multiplicación, 
representa un espacio lineal. 

2. El espacio vectorial de n dimensiones, es decir, el conjunto 
de todos los sistemas posibles de n números (reales o complejos) 
x= (Xi Xy -e Xy), en el que la adición y la multiplicación 
se definen mediante las fórmulas 


AA AAA r Ya) = (Xa H Yis Xat Yar +- +s Xat Yn) 
O (Xir Xa Xn) = (Xir AXo -oer OXn)r 


es también un espacio lineal. Se denomina espacio aritmético 
de n dimensiones® y se denota mediante R” en el caso real y 
C" en el caso complejo. 

3. Las funciones continuas (reales o complejas) sobre un seg- 
mento [a, o con las operaciones habituales de adición de fun- 
ciones y multiplicación de funciones por números constituyen el 
espacio lineal Cra, $}, uno de los más importantes para el Análisis. 

4. El espacio l, cuyos elementos son las sucesiones de nú- 
meros (reales o complejos) 


sm (h 3 
que verifican la condición 
3 [xai < oo, (1) 
con las operaciones 
A SOEI A SE PE. 
(SiH Is Xat Ya ++ An -h 
AA A jml AA > AA 


es un espacio lineal. El hecho de que la suma de dos sucesio- 
nes, que satisfacen la condición (1), también verifica esta condi- 
1 Podrian considerarse también espacios lineales sobre un cuerpo cual- 
quiera. 
® Este término se explicará más en adelante. 


5 
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ción, se desprende de la desigualdad elemental 
(+0) < 20} +23. 


5. Las sucesiones convergentes x=(X,, Xa --.), con la adi- 
ción y multiplicación por números realizadas respecto a las coor- 
denadas, forman un espacio lineal. Denotémoslo c. 

6. Las sucesiones convergentes a O, con las mismas operacio- 
nes de adición y multiplicación, forman también un espacio lineal. 
Denotémoslo Co. 

7. El conjunto m de todas las sucesiones numéricas acotadas, 
con las operaciones de adición y multiplicación por números 
definidas igual que en los ejemplos 4, 5 y 6, también representa 
un espacio lineal. 

8. Finalmente, el conjunto R de todas las sucesiones numé- 
ricas, con las mismas operaciones de adición y multiplicación 
por números que en los ejemplos 4, 5, 6 y 7, es también un 
espacio lineal. 

Puesto que las propiedades de un espacio lineal son las pro- 
piedades de adición y multiplicación por números de sus elemen- 
tos, resulta natural introducir la siguiente definición. 


DEFINICION 2. Dos espacios lineales L y L” se Haman isomorfos, 
cuando se puede establecer entre sus elementos una correspondencia 
biunivoca compatible con las operaciones en L y L*. Esto signi- 
fica que de 


xo 
e 
yor 
(x, yE L, x*, y EL*), se sigue 
syot 
y 
ao a 


(œ es un número arbitrario). 

Conviene a veces considerar los espacios isomorfos como dife- 
rentes realizaciones de un mismo espacio. A título de ejemplo 
de espacios lineales isomorfos pueden servir el espacio aritmético 
de n dimensiones (real o complejo) y el espacio de todos los 
polinomios de potencia <n— 1 (con coeficientes reales o com- 
plejos, respectivamente) (¡demuéstrese el isomorfismo de estos 
espacios!) 

2°. Dependencia lineal. Los elementos x, Y, ..., w de un 


espacio lineal L se llaman linealmente dependientes, cuando existen 
unos números æ, f, ..., A, no todos iguales a 0, tales que 


$ 1. ESPACIOS LINEALES 133 


ar+By+...+aw=0. e 


En el caso contrario, estos elementos se llaman linealmente 
independientes. En otras palabras, los elementos x, Y, ..., w 
son linealmente independientes, cuando de la igualdad (2) se 
sigue que 


a=p=...=1=0, 


Un sistema infinito de elementos x, y, ... del espacio L se lama 
linealmente independiente, cuando todo subsistema finito suyo 
es linealmente independiente... 

Si en un espacio L se pueden encontrar n elementós lineal? 
mente independientes y cualesquiera n+1 elémentos de este 
espacio son linealmente dependientes, se dice que el espácio ZŁ 
tiene dimensión n. En cambio, si en L se puede indicar un 
sistema, compuesto por un número finito cualquiera de elementos 
linealmente independientes, se dice que el espacio L es de dimen- 
sión infinita. Se llama base de un espacio L de n dimensiones 
a todo sistema de n elementos linealmente independientes. Es 
fácil comprobar que los espacios R” en el caso real y C” en el 
caso complejo son de dimensión n, justificando de esta forma 
su denominación. 

En el curso del Algebra Lineal se consideran espacios lineales 
de dimensión finita. Nosotros, al contrario, nos dedicaremos, 
como regla general, a los espacios de dimensión infinita que, 
desde el punto de vista del Análisis, representan el mayor inte- 
rés. Proponemos al lector comprobar que cada uno de los espa- 
cios, señaladosten los ejemplos 3, 4, 5, 6, 7 y 8, esłde dimen- 
sión infinita. 


3”, Subespacios. Un subconjunto no vacío L’ de un espacio 
lineal L se llama subespacio, cuando representa un espacio lineal 
respecto de las operaciones de adición y multiplicación por nú- 
meros definidas en L. 

En otras palabras, L'CL es un subespacio, cuando de 
xEL', yEL” se deduce que ax-+ByEL” cualesquiera que sean 
a y Bo 

n todo espacio lineal L existe el subespacio formado sola- 
mente del elemento cero, el subespacio nulo. Por oiro lado, 
todo el L puede ser considerado como un subespacio suyo. Un sub- 
espacio, diferente de L, que contiene al menos un elemento no 
nulo, se Ilama propio. 

Veamos ejemplos de subespacios propios. 

1. Sea L un espacio lineal y x un elemento suyo no nulo. 
El conjunto de elementos ¿Ax], donde A toma todos los valores 
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numéricos (reales o complejos), forma, evidentemente, un sub- 
espacio unidimensional. Este subespacio es propio, si la dimensión 
de Les mayor que 1. 

2. Consideremos el espacio de funciones continuas Cia, by 
(ejemplo 3) y en él el conjunto de todos los polinomios Pe, oj. 
Está claro que los polinomios forman en Cya, s) un subespacio 
(de dimensión infinita al igual que todo el Ca, ap. Al mismo tiempo, 
el propio espacio Cía, ») puede ser considerado como un subespa- 
cio de un espacio más amplio de todas las funciones, tanto con- 
tinuas, como discontinuas, sobre (a, b). 

3. Consideremos, finalmente, los espacios l, C, c, m y RF 
(ejemplos 4, 5, 6, 7 y 8 del punto 1). Cada uno de ellos es un 
subespacio propio del siguiente. 

Sea (x,) un conjunto no vacío cualquiera de elementos de 
un espacio lineal L. Entonces, existe en L un subespacio mínimo 
(posiblemente coincidente con L) que contiene (x,). En efecto, 
existe en L al menos un subespacio que contiene (x,): es todo 
el L. Además, está claro que la intersección de cualquier conjunto 
4L,) de subespacios es de nuevo un subespacio. Efectivamente, si 


L*=(]L, y x, yEL”, también ax-+ By € L* para todos los o: y f. 
y 


Tomemos ahora todos los subespacios, que contienen el sistema 

de vectores (x,), y consideremos su intersección. Esta será pre- 

cisamente el menor subespacio, que contiene el sistema dado de 

vectores {x,}. Este subespacio minimal se llamará subespacio 

gerado por el conjunto (x,) o cápsula lineal del conjunto (x,). 
notaremos este subespacio mediante L ((x,)). 


EJERCICIO. Un sistema linealmente independiente {x,} de elementos de 
un espacio lineal L se llama base de Hamel, cuando su cápsula lineal coin- 
cide con L. Demuéstrense las siguientes proposiciones: 

1) en todo espacio lineal existe una base de Hamel; 

2) si (xa) es una base de Hamel en L, todo vector EL se representa 
de manera única mediante una combinación lineal finita de äigunos vectores 
del sistema {xa}; 

3) dos bases cualesquiera de Hamel de un espacio lineal L tienen la 
misma potencia; la potencia de una base de Hamel de un espacio lineal L 
suele llamarse dimensión algebraica de este espacio; 

„ 4) dos espacios lineales son isomoríos si, y sólo si, tienen la misma 
dimensión algebraica. 


4". Espacios cocientes. Sea L un espacio lineal y L’ algún 
subespacio suyo. Diremos que dos elementos x e y de L perte- 
necen a una misma clase de equivalencia (según L’), cuando la 
diferencia de ellos x — y pertenece a L’. El conjunto de todas 
estas clases se llamará espacio cociente de L según L' y se deno- 
tará con L/L’. En todo espacio cociente se introducen, de una manera 
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natural, las operaciones de adición y multiplicación por números. 
A saber, sean E y n dos clases, representando elementos de L/L’. 
Tomemos en cada una de estas clases un elemento, digamos, 
x e y respectivamente, y llamemos suma de las clases E y n a 
aquella clase £, que contiene el elemento x+y, y producto de 
Ja clase E por el número œ aquella clase que contiene el elemento ax. 
Es fácil probar que el resultado no cambiará, si los representan- 
tes x e y se sustituyen por cualesquiera otros representantes x’ e y” 
de las mismas clases E y n. De esta forma quedan, efectivamente, 
definidas las operaciones lineales para los elementos del espacio 
cociente L/L’. Una comprobación directa demuestra que estas 
operaciones verifican todas las condiciones, contenidas en la defi- 
nición de un espacio lineal. En otras palabras, todo espacio cocien- 
te LJL' (con las operaciones de adición y multiplicación por 
números que acabamos de definir en él) representa un espacio 
'ineal. 

Si L es un espacio de n dimensiones y el subespacio suyo L’ 
tiene dimensión k, el espacio cociente es de dimensión n—k 
(¡demuéstrese estol). 

Sea L un espacio lineal arbitrario y L’ algún subespacio suyo. 
La dimensión del espacio cociente L/L” se llama codimensión del 
subespacio L’ del espacio L. 

Si el subespacio L'<=L tiene codimensión finita n, se pueden 
escoger en L los elementos X, X, ..., Xa de manera que todo 
elemento x€L quedará representado (univocamente) en la forma 


RX 4 H Xa Y 
donde æ, ..., %, son números e yEL'. En efecto, sea n la 


dimensión del espacio cociente L/L”. Tomemos en este espacio 
cociente una base 
En En <> En 


y escojamos en cada clase E, arbitrariamente un elemento que 
designaremos con xp. Sea ahora x un elemento cualquiera de L y E 
aquella clase en L/L que contiene a x. Entonces 


Eat ob 


Esto significa, por definición, que todo elemento de E, en par- 
ticular, el elemento x, difiere sólo en un elemento de £’ de la 
combinación lineal construida con elementos, tomados por uno 
en cada clase Em -.., En es decir, 


A A 


Dejamos al lector la demostración de que esta representación 
es única. 
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5°. Funcionales lineales. Una función numérica f, definida 
sobre un espacio lineal L, se llamará funcional”. Una funcional 
f se llama aditiva, cuando 


H+y=1F()+F(4) para todos los x, y€ L; 
se llama homogénea, cuando 


Hax)=0af (x) (a es un número). 

Una funcional f, definida en un espacio lineal complejo, se 
llama conjugada homogénea, cuando } (ax) = af (x), donde & es el 
número complejo conjugado de «. 

Una funcional aditiva homogénea se llama funcional lineal. 
Una funcional aditiva conjugada homogénea se llama conjugada 
lineal (o antilineal). 

Señalemos ejemplos de funcionales lineales. 

1. Sea R” el espacio aritmético de n dimensiones, compuesto 
por los elementos x=(X,, ..., Xy) y sea a= (ap -.., ,) un 
elemento determinado de R”. Entonces, 


10- È xa, 


es una funcional lineal en R”. La expresión 


representa una funcional conjugada lineal en C”. 
2. Las integrales 


b » 
1] =$ x(0dt e Tix] = | dt 
è è 


representan, respectivamente, funcionales lineal y conjugada li- 
neal en el espacio Cra, 

3. Consideremos un ejemplo más general. Sea y, una función 
cstermiaade continua are Te b]. Tomemos para toda función 
xECt, 0 


b 
F (x)= $ x (£) yo (f) dt- 
E 

1 Aquí la palabra «funcional» se entiende en un sentido algo distinto 
que en el $ 8 del capítulo Ii, donde hemos llamado funcional a una fun- 
ción numérica definida sobre un espacio métrico, cuyos elementos son fun- 
ciones. En adelante, tendremos que tratar con espacios lineales, que al 
mismo tiempo son métricos y cuyos elementos son funciones. Por eso, no 
resultará esencial cierta discordancia en los términos de este capítulo y el 
anterior. 
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La linealidad de esta funcional se deduce de las propiedades 
principales de la operación de integración. La funcional 


A 
F= 50 y, (0) de 


será conjugada lineal. 
4. Consideremos en este mismo espacio Cya, sy una funcional 
lineal de otro tipo, tomando 


81, (1) =x (to), 


es"decir,£ haciendo igual el valor de la funcional ‚ôs, para la fun- 
ción x al valor de esta función en un punto fijo. fe. 
Frecuentemente, resulta necesario considerar esta funcional, 


por ejemplo, en la Mecánica Cuántica, donde suele escribirse en 
la forma 


y 
ER) = f x(S E) dt, 


entendiéndose por ô la «función» que es igual a cero en todo 
punto, excepto el punto f=0, y cuya integral es igual a la 
unidad (ô-función de Dirac). Como veremos en el capítulo siguien- 
te, la ó-función se puede representar como límite, en cierto 
sentido, de una sucesión de funciones «auténticas» p, cada una 
de las cuales se anula fuera de una e,-vecindad ¿en—0 para 


n— oo) del punto £=0 y verifica la condición Í q,(1)dt= 


à 
5. Veamos un ejemplo de una funcional lineal en el espacio l4. 
Sea k un número entero positivo determinado. Para todo 


E AT ] 

de £, tomemos 

P= e 
Esta funcional es evidentemente lineal. Funcionales de este tipo 
pueden considerarse también en otros espacios de sucesiones, por 
ejemplo, en c» c, m y R* (ejemplos 5, 6, 7 y 8 del primer punto). 

6”. Interpretación geométrica de una funcional lineal. Sea f 

una funcional lineal, distinta del cero idéntico, en un espacio 
lineal L. El conjunto L; de elementos x de L que satisfacen la 
condición 

F0)=0 
representa un subespacio del espacio-L, que se lama subespacio 
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de ceros de la funcional f. En efecto, si x, y€ Lp» tenemos 
Hox+ Bu) =0f (2) +BF (y) =0. 


El subespacio Ly tiene codimensión 1. En efecto, tomemos 
un elemento x, que no pertenece a Ly es decir, un elemento tal 
que f(x,)=%0. Tal elemento existe, ya que f(x) 50. Podemos 
admitir, sin perder generalidad, que /(x,)=1, ya que en el caso 
contrario podríamos dividir x, por f(x) (f rg) =!) Para 
un elemento x cualquiera tenemos x= f (x)-x,+y, de manera que 
Fu) =F (x—} (x) x)=0, es decir, y€ Ly. 

Siendo x, un elemento fijo, el elemento x se representa de 
una manera única en la forma 


x=0x,+y, donde yEL,. 
En efecto, sea 

x=00.+Y  YEL, 

amar +y, y ELp 
Entonces, 

(a—a') xo =y —y. 

Si a=0', será evidentemente y'=y. En cambio, si aa’, 
tendremos x= £Z% € L; y esto contradice a la selección de xy. 


De aquí se deduce que dos elementos x, y x, pertenecen a una 
misma clase de equivalencia según el subespacio L, si, y sólo si, 
f(x) =P (x,)- En efecto, de 


Xim f (X) xo + Yo 
=$ (0) "0 + Ya 
se sigue que 


A = (f (6) — F (21) "Xo + (Y — th). 


De aquí se ve que x,—x, E L, si, y sólo si, el coeficiente de xa, 
es decir, f(x,)—f(x,), es igual a O. 

Toda clase E según el subespacio L, se determina por cual- 
quiera de sus representantes. A título de este representante pode- 
mos tomar el elemento de tipo a-x,. De aquí se ve que el 
subespacio L/L, es efectivamente unidimensional y que L, tiene 
codimensión 1. 

El subespacio L; determina, salvo un factor constante, la 
funcional lineal que se anula en él. 

En efecto, sean f y g dos funcionales que tienen el mismo 
espacio de ceros L,=L,. Tomemos, a partir de f, un elemento 
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X, de manera que f(x,)=1. Afirmamos que g (%,) +0. En efecto, 
x=[()x04+Y yEL¡=L¿ 


g (x) =F (x) g (x0) +E (U) = F (x) g 0%). 


Si fuese el valor g(x,) igual a 0, la funcional g resultaria igual 
idénticamente a cero. De la igualdad g (x)= g (x) f (x) se deduce 
precisamente que las funciones g y f son proporcionales. 

Sea L’ un subespacio de codimensión 1 en el espacio lineal L; 
entonces, toda clase de equivalencia del espacio L según el sub- 
espacio L' se llama hiperplano paralelo al subespacio L” (en 
particular, el propio subespacio L’ es un hiperplano que contiene 
el 0, es decir, que «pasa por el origen de coordenadas»). En otras 
palabras, el hiperplano M’ paralelo al subespacio L’ es el con- 
junto que se obtiene a partir de L’ mediante una traslación 
paralela a un vector x,EL: 


MaL xo (yy =X+xXw XEL’). 


y 


Está claro que, si xp EL”, tenemos M'=L'; en cambio, si x, €L’, 
tendremos M'=£L'. Si f es una funcional lineal no trivial sobre 
el espacio L, el conjunto M,=(x:f(x)=1) es un mpeane 
paralelo al subespacio L, de ceros de la funcional f (en efecto, 
fijando un elemento x,, para el cual f(x,)=1, podemos repre- 
sentar todo vector x€ M; en la forma x=xp-+y, donde y€ L). 
Por otro lado, si M’ es un hiperplano paralelo al subespacio L’ 
(de codimensión 1) que no pasa por el origen de coordenadas, 
existe una funcional lineal f única tal que M'=(x:f(x)=1). 
En efecto, sea M'==L* » Xx EL; en este caso, todo elemento 
xE L se puede representar de manera única en la forma x=0x, + y, 
donde y€EL'. Tomando f(x), obtenemos la funcional lineal 
deseada; la unicidad se deduce de que, siendo g(x)=1 para 
XEM”, tenemos g(y)=0 para yEL', de manera que 


g(x, +y) =a =f (0x4 y). 


Por consiguiente, hemos establecido una correspondencia bi- 
unívoca entre todas las funciones lineales no triviales, definidas 
sobre L, y todos los hiperplanos de L que no pasan por el origen 
de coordenadas. 


fn funcionales lineales sobre un espacio lineal 
fa (x)=0 se deduce que f(x)=0. Entonces, 


EJERCICIO. Sean f, j 
L tales que de fG 


existen unas constantes dj, ..., dh tales que f (x)= D) asfa (x); para todo 
a 
xEL. 
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$.2. CONJUNTOS CONVEXOS Y FUNCIONALES CONVEXAS. 
TEOREMA DE HAHN — BANACH 


1°, Conjuntos convexos y cuerpos convexos. Varios capítulos 
importantes de la teoría de espacios lineales tienen como base 
el concepto de convexidad que, apoyándose en ideas geométricas 
evidentes, admite, al mismo tiempo, un enunciado puramente 
analítico. 

Sea L un espacio lineal real y x, y dos puntos suyos. Se 
llama segmento (cerrado) en L, que une los puntos x e y, al 
conjunto de todos los elementos de tipo 


ax-+ By, donde œ, B>0, a+f=1. 


El segmento sin los puntos extremos x e y se llama segmento 
abierto. 

Un conjunto McL se llama convexo, cuando junto con dos 
cualesquiera puntos suyos x e y contiene también al segmento 
que los une. 

Llamaremos núcleo de un conjunto arbitrario EcL al con- 
junto de puntos suyos x tales que para todo y€ L existe un nú- 
mero ¿=5(y) >0 tal que x+/YEL para ji] <e. 

Un conjunto convexo, cuyo núcleo no es vacío se llama cuerpo 
convexo. 

Ejemplos. 1. En el espacio euclideo de tres dimensiones, el 
cubo, la bola, el tetraedro y el semiespacio representan cuerpos 
convexos. Un segmento, un plano o un triángulo del mismo 
espacio son conjuntos convexos, pero no cuerpos convexos. 

2. Consideremos en el espacio de funciones continuas sobre 
el segmento (a, b} el conjunto de funciones que verifican la 


condición 
FOIS. 
Este conjunto es convexo; en efecto, si 
IFOISI y le(01<t 
entonces, para a+B=1, œ, P>0 
i laf (t) +pe Olate. 


3. La bola unitaria de /, es decir, el conjunto de puntos 
x (Xy -s.s Xa »--) tales que Dx3<1, es un cuerpo convexo. 
Su núcleo se compone de los elémentos x que- verifican. la con- 
dci Zas <t 
Sergi paralelepipedo fundamental II en /, es un conjunto 
„convexo, . pero no un cuerpo convexo. En efecto, sea x€ T; esto 
` si 


significa que |x < para todo n=1, 2, ... Tomemos 


ES 
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n=(L 5 .-) . Sea x+ ty €T, es decir, |x, + |< 
<ph: entonces, | £|<| a+ E 41001 prH 
de donde se sigue que £=0 y, por consiguiente, el núcleo del 
conjunto II es vacío. 


1 
w 


EJERCICIO. Sea ® el conjunto de puntos x=(xp, 
que verifican la condición 2 n?xa < 1. [Demuéstrese q 
convexo, pero no un cuerpo convexo. 

Si M es un conjunto convexo, su núcleo /(M) es también 
convexo. En efecto, sean x, yEl0n y 2=ax+fy, œ B>0, 
a+ß=]. Entonces, para un elemento dado a€ L existen e, >0 
y e, > 0 tales que, siendo |?,!<e,, |£,] < e, los puntos x+ ba 
e yA La pertenecen al conjunto M; por consiguiente, a él per- 
tenece también el punto a(x+1ta)+B(y+ta)=2-+ la, si |] < 
<e=min (e, €,), es decir, 2€/(M). 

Demostremos la siguiente propiedad sencilla, nero importante, 
de los conjuntos convexos. 


Kms 
es 


de h 
conjunto 


TEOREMA 1. La intersección de cualquier número de conjuntos con- 
| vexos es un conjunto convexo. 


pemostracioN. Sea M=f) M., donde todos los M, son conjuntos 


a 
convexos. Sean, además, x e y dos puntos arbitrarios de M. En 
este caso, el segmento que une los puntos x e y pertenece a cada 
M, y, por consiguiente, a M. Por lo tanto, M es efectivamente 
convexo. Observemos que la intersección de cuerpos convexos 
(que, de acuerdo con lo establecido, será un conjunto convexo) 
no es necesariamente un cuerpo convexo (dese un ejemplo). 

Para todo conjunto A de un espacio lineal L existe el menor 
conjunto convexo que contiene A: éste será la intersección de 
todos los conjuntos convexos que contienen A (existe al menos 
un conjunto convexo que contiene A, éste es todo L). Este con- 
junto convexo minimal que contiene A se llama cápsula convexa 
del conjunto A. 

Veamos un ejemplo importante de cápsula convexa. Sean 
Xp Xp «<>» Xai Puntos de un espacio lineal. Diremos que estos 
puntos están en posición general, cuando no pertenecen a ningún 
subespacio de (n—1) dimensiones. La cápsula convexa de los 
Puntos Xi, Xp» >.» Xn+, Que se encuentran en posición general 
se denomina símplice de n dimensiones y los propios puntos Xy, 
Xa .-.» Xps, se llaman vértices de este símplice, Un simplice 
de dimensión cero es un punto. Un símplice unidimensional es 
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un segmento; un bidimensional, un triángulo y un tridimensio- 
nal, un tetraedro. 

Si los puntos xı Xp ..., Xaş, Se encuentran en posición 
general, cualesquiera £-+1 de ellos (k < n) se encuentran también 
en posición general y, por consiguiente, generan un símplice 
k-dimensional que se denomina faceta k-dimensional del símplice 
n-dimensional dado. Por ejemplo, el tetraedro con vértices e,, 
en, €, y e, tiene cuatro facetas bidimensionales, determinadas por 
las ternas de vértices (€, €a, €4) (€z, Eas €a), (Ers Ezr 4) Y (Ers Ezr €) 
respectivamente, seis facetas unidimensionales y cuatro de di- 
mensión cero. 


TEOREMA 2. Un simplice con vértices Xy» Xa ... Xaş, €s el conjunto 
| de todos los puntos que pueden representarse en la forma 
nsi nsi 


Opta 20, 2 A 


pemostracion. Es fácil probar que la totalidad de puntos de 
tipo (1) representa un conjunto convexo que contiene los puntos 
Xy X» :=: > Xnay» Por otro lado, todo conjunto convexo que 
contenga los puntos x, Xy, +.» , Xaş, debe contener también los 
puntos de tipo (1); consecuentemente, estos puntos forman el me- 
nor conjunto convexo que contiene los puntos X,, Xe +... + Xati 


2°. Funcionales convexas. Al concepto de conjunto convexo 
está ligado estrechamente el concepto de funcional convexa. 
DEFINICION. Una funcional no negativa p, definida sobre un espacio 
lineal real L, se llama convexa, si 

3 pct 9) <p()-+p(4) para todos los x, y€ Li 

2) p(ax)=ap(x) para todos los a >0. 

No admitimos que el valor p(x) es finito para todo xEL, 
es E se admite el caso en que p(x)=-+00 para algunos 
xEL. 

Señalemos ejemplos de funcionales convexas. 

1. La longitud de un vector en el Enna euclideo R" de n 
dimensiones. La primera condición significa en este caso que la 
longitud de la suma de dos vectores no sobrepasa la suma de 
sus longitudes (desigualdad triangular), mientras que la segunda 
se deduce directamente de la definición de la longitud de un 
vector en R". 

2. Sea M el espacio de funciones x acotadas sobre un con- 
junto $ y sea s, un punto fijo de S. Entonces, 


Pa (x)=|x (50) | 
es una funcional convexa. 
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3. Sea m el espacio de sucesiones numéricas acotadas 
x= (Xp Xp- ++ Xm.» -). La funcional 


P()=sup xa! 
n 
es convexa. 
3°. Funcional de Minkowski. Consideremos la relación exis- 
tente entre las funcionales convexas y los conjuntos convexos. 


Teorema s, Si pes una funcional convexa sobre un espacio lineal 
L y k un número positivo, el conjunto 


Elx: p) <k} 
es convexo. Si la funcional p es finita, el conjunto E 
representa un cuerpo convexo, cuyo núcleo es el conjunto 
de p(x) <k) 

(de manera que de antemano contiene el punto 0). 

DEMOSTRACION, Si x, yE£ y a+P=1, a, P>0, tenemos 
p (ax + By) <ap()+Pp()<k, 
es decir, E es convexo. Supongamos ahora que la funcional p 
es finita, p(x)<k, que £>0 e yEL; entonces, 
pist < ph) + tp (Ey. 


Si p(—y)=p(4)=0, tenemos x+1y€E para todo t; en cam- 
bio, si al menos uno de los números p(y), p(—y) es distinto 
de cero, tendremos xÆ ty€E cuando 
k—p (x) 
<a O PE 
Tomemos para k un valor determinado, digamos, k=1. En 
este caso, toda funcional finita convexa p determina unívoca- 
mente en L un cuerpo convexo £ tal que 0€/(E). Viceversa, 


sea E un cuerpo convexo, cuyo núcleo contiene el punto 0. 
Entonces, 


pe()=int(r:heE, r>0) (2) 


es una funcional convexa finita. Se llama funcional de Minkowski 
del cuerpo convexo E. 


Probemos la convexidad de la funcional de Minkowski (2). 
Para todo xEL, el elemento Ž pertenece a E, cuando r es su- 


ficientemente grande; por eso, la magnitud pg(x), definida por 
la igualdad (2), es no negativa y finita. Si 1>0 e y=fx, 
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tenemos 
pPeW)=int {r> 0: 4E£)=int [r>0: ZeE)= 


=int {tr >0: eE} =tini {7 >0: ZEE} = 


7 
=tp; (x) (3) 
Sean ahora x, x,EL y sea e >0 arbitrario. Escojamos los nú- 


) +e 
an 
T 


meros r; (í=1, 2) de manera que pe(x) <7 < pe 
entonces, ŽL € E. Pongamos r +i 


x 
r, +1. entonces, A 


+%% pertenece al segmento con extremos 4 y Fe Como E es 
z q 
convexo, este segmento y, por consiguiente, el punto ŽŁĖ# per- 


tenecen 'a E y por eso 
Palt +X) Sr =r +r < Palt) + Pel) +20. 
Puesto que e es aquí arbitrario, tenemos 
Pelči +x) <P lx) + Pe (%1). (4) 


Las relaciones (3) y (4) significan precisamente que la funcional 
P(x) es convexa. 


4”. Teorema de Hahn—Banach. Sea L un espacio lineal real 
y sea L, un subespacio suyo. Supongamos, además, que sobre el 
Sibespacio L, se ha definido una funcional lineal f,. Una fun- 
cional lineal f, definida sobre todo el espacio L, se llama 
prolongación de la funcional f,, cuando 

F0)=F,(x) para todo x€ Le 

El problema sobre la extensión de una funcional lineal, dada 
inicialmente sobre un subespacio, a un espacio mayor surge con 
frecuencia en el Análisis. El papel principal en estas cuestiones 
10 desempeña el siguiente teorema. 


TEOREMA 4(HAHN-BANACH).3 Sea p una funcional convexa finita, 
definida sobre un espacio lineal real L, y sea L, un subespacio 
lineal de L. Si fẹ es una funcional lineal sobre Lẹ, que veri- 
fica sobre L, la condición 

ha) <p) (5) 
la funcional f, puede ser prolongada a una funcional f sobre 
L, que verifica en todo L la condición (5). 


DEMOSTRACION. Probemos que, siendo L, L, la funcional f, se 
uede prolongar de L, a un subespacio mayor L',' conservando 
a condición (5). En efecto, sea z un elemento arbitrario de L 
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aye no pertenece a Lo y sea L el subespacio generado por La y 
el elemento z. Todo elemento de L’ tiene la forma 


tz+x, donde x€ Ly. 
Si f' es la prolongación deseada de la funcional f, sobre L’, 


tenemos 
Fi+o=0 (lt, 
o, tomando f'(2)=c, 
F (tz+x)=te+ fa (x). 


Escojamos ahora c de manera que en todo L’ se cumpla la con- 
dición de subordinación (5), es decir, que para todo xEL, y 
cualesquiera £ reales se verifique la desigualdad 


fole) +te<p (x+ tz). 
Para £>0 esta condición es equivalente a 
he (5) +c<p (ž+2) ,0 e<o(H+2)—t (5 (6) 
y para £ <0 es equivalente a 
/ 
DE) +o>—o (=G=2) o e» (42) ($) m 
Demostremos que siempre existe un c que cumple las condiciones 
(6) y (7). Sean y' e y" elementos arbitrarios de Ly. Entonces, 
=h +p +2) >— ho Y )—P(—y 2). (8) 
En efecto, este resultado se obtiene de la desigualdad 


FAY) ) <P Y — Y) =P Y +2) —(y'+2)) < 
<P +2) + (Y 2). 
Tomemos 


ct info (+p +2) gamn n (1)—»(—y —2)). 


Debido a que y e y” son arbitrarios, de (8) se deduce que 
e >c. Escogiendo c de manera que 

>et, 
veremos que la funcional /', definida sobre L’ por 


Plz+x)=tc+f.(x), 
verifica la condición de subordinación (5).. Por consiguiente, 
hemos demostrado que, si la funcional f está definida sobre un 
subespacio Lc} y verifica en L, la condición (5), se puede 
extender fo, conservando esta condición, a un subespacio mayor 
L’. En el caso en que se pueda escoger en L un sistema nume- 
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table de elementos x, Xe-..» Xm... que genera todo L, la 
funcional sobre L se construye por inducción, considerando la 
cadena creciente de subespacio 


LW (Lo, Xq), LO = (LW, xo)... 


(aquí (LW, xj) representa el subespacio lineal minimal de L 
que contiene L% y xs). Entonces, todo elemento xEL entrará 
en algún L™ y, por consiguiente, la funcional resultará prolon- 
gada a todo L. 

En el caso general (es decir, cuando no existe un conjunto 
numerable generador de L), la demostración concluye aplican 
dose el lema de Zorn. El conjunto F de todas las prolonga- 
ciones posibles de la funcional f, que verifican la condición de 
subordinación (5), es un conjunto parcialmente ordenado y todo 
subconjunto suyo F, linealmente ordenado tiene extremo supe- 
rior; este extremo superior es la funcional, definida sobre la 
unión de los campos de definición de las funcionales "EF, y 
coincidente con cada una de estas f’ en su campo de defini- 
ción. De acuerdo con el lema de Zorn, existe en F un elemento 
maxima! f. Este elemento maximal f representa precisamente la 
funcional deseada. En efecto, es una prolongación de la funcional 
inicial fẹ verifica la condición (5) en su campo de definición y 
está definida sobre todo el espacio L, ya que de lo contrario 
sería posible prolongarla, empleando el método descrito anterior- 
mente, del subespacio propio, en que esté definida, a un subes- 
pacio mayor, y, por consiguiente, f no sería un elemento maxi- 
mal. El teorema queda demostrado. 

Señalemos también ta variante compleja del teorema de 
Hahn—Banach. 

Una funcional no negativa p, definida sobre un espacio lineal 
complejo L, se llama convexa, cuando para todo x, yEL y 
cualesquiera números complejos ^ 


P+y<»()+p ly), 
p0x)=/21p(x). 


TEOREMA 4s. Sea p una funcional convexa finita sobre un espacio 
lineal complejo L y sea f, una funcional lineal, definida sobre 
un subespacio lineal L&L, donde verifica la condición 


IFIP), xE Lo. 
Entonces, existe una funcional lineal f, definida en todo L, que 
verifica las condiciones 
IF09|<p(), xEL, 
F= fl), xELo 
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DEMOSTRACION. Denotemos mediante Lg y Log los espacios L 
y Lẹ considerados como espacios lineales reales. Está claro 
que p es una funcional convexa finita sobre Lg y que for(x) = 
= Re f, (x) es una funcional lineal real sobre Leg que verifica 
la condición 


lr (01 <P) 
y, es más, la condición 
far) <p). 
En virtud del teorema 4, existe una funcional lineal real fr, 
definida en todo Lg, que satisface las condiciones 
FRS ph), xELp (=L) 
fri) =forlx), xE Log (= Lo). 


Es evidente que —f2(x)=fe(—x) < p(—x)=p{x) y, por lo 
tanto, 


lr lS pl), xE Lg (=L). (9) 
Definamos en Ł la funcional f, tomando 
F= fr) ifr (ix) 
(aquí nos valemos de que L es un espacio lineal complejo, 
de manera que en él está definida ła multiplicación por núme- 


ros complejos). Una comprobación directa muestra que f es una 
funcional lineal compleja sobre L y que, además, 


Fœ =f(x) para xE Lo 
Re Hx)=f2(x) para xEL. 


Resta demostrar que |f(x)] < p(x) para todo x€ L. Suponga- 
mos lo contrario; entonces, para algún x, €L tendremos 
LFC) | > p(%o). Representemos el número complejo f(%,) en la 
forma f(x, =pe'*, donde p>0, y ~x Enton- 
ces, fe (wo) = Re f (4) + px)=p(4) y esto 
contradice a la condición (9). El teorema queda demostrado, 


EJERCICIO. Demuéstrese que en cl teorema de Hahn—Banach se puede 
omitir la condición de que la funcional p sea finita. 


5°. Separabilidad de conjuntos convexos en espacios lineales. 
Sea L un espacio real y M y N dos subconjuntos en él. Se dice 
que la funcional lineal f definida sobre L separa estos conjuntos, 
cuando existe un número C tal que 


19) >C para x(E)M y [()<C para xEN. 
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Las dos siguientes proposiciones se desprenden directamente de 
la definición dada. 

1) Una funcional lineal f separa los conjuntos M y N si, y 
sólo si, separa los conjuntos M—N y (0) (es decir, el conjunto, 
compuesto por todos los elementos de tipo x—y, donde x€ M 
e yEN, y el punto 0). 

2) Una funcional lineal f separa los conjuntos M y N si, y 
sólo si, separa los conjuntos M—x y N—x para todo x€L. 

Del teorema de Hahn—Banach se obtiene sin dificultad el 
siguiente teorema sobre la separabilidad de conjuntos convexos 
en un espacio lineal, que encuentra múltiples aplicaciones. 


teorema 5. Sean M y N dos conjuntos convexos disjuntos en un 
espacio lineal real L, con la particularidad que al menos uno 
de ellos, digamos M, tiene un núcleo no vacio (esto es. repre- 
senta un cuerpo convexo). Entonces, existe sobre L una funcio- 
nal f lineal no nula que separa M y N. 


DEMOSTRACION. Sin perder generalidad, podemos admitir que el 
punto 0 pertenece al núcleo del conjunto M. (De lo contrario, 
consideraríamos los conjuntos M—x, y N—x, donde x, es 
algún punto del núcleo de M). Sea y, un punto del conjunto N; 
entonces, el punto —y, pertenece al núcleo del conjunto M — N, 
mientras que el punto O pertenece al núcleo del conjunto 
K=M-—N +y, Como los conjuntos M y N no se intersecan, 
tenemos OE M—N e y,EK. Sea p la funcional de Minkowski 
del conjunto K. Entonces, p(y.) > 1 (puesto que y, € K). Consi- 
deremos la funcional lineal 


Fo (aye) = ap (yo). 


Está definida sobre un subespacio unidimensional, compuesto 
por elementos de tipo y, y cumple la condición 


foto) < playa), 


ya que p(ay)=0p(y) para a>0 y fo(ay)=0f, (y) <0< 
< play) para ua <0. De acuerdo con el teorema de Habn—Ba: 
nach, la funcional f, puede extenderse hasta una funcional 
lineal f, definida en todo L, que verifica en L la condición 
Fu) <p(u). De aquí se deduce que F(y)<1 para yEK y que, 
al mismo tiempo, f (y) >1. Es decir, f separa los conjuntos K 
e (y, y, por consiguiente, f separa M—N y (0); pero, enton- 
ces, f separa los conjuntos M y N. El teorema queda demos- 
trado. 
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En el capítulo 11 hemos considerado los espacios topológicos, 
en particular, métricos, es decir, conjuntos en los que se ha 
introducido, de una u otra manera, el concepto de proximidad 
de elementos, mientras que en los parágrafos anteriores de este 
capítulo hemos tratado espacios lineales. Hasta ahora hemos 
considerado estos dos entes, los espacios topológicos y los espacios 
lineales, independientemente: uno del otro. No obstante, en el 
Análisis tropezamos, casi siempre, con espacios provistos tanto 
de una topología como de operaciones de adición de elementos 

multiplicación de éstos por números, es decir, tropezamos con 
los así llamados espacios topológicos lineales. Entre 
los espacios topológicos lineales constituyen una clase importante 
los espacios normados. La teoría de estos espacios fue 
desarrollada en los trabajos de S. Banach y de otros autores. 


1°, Definición y ejemplos de espacios normados. 


DEFINICION 1. Sea L un espacio lineal. Una funcional convexa 
finita p, definida sobre L, se llama norma, cuando verifica las 
siguientes condiciones adicionales (además de la de convexidad): 
3 p(x)=0 sólo si x=0, 

2) plex)=|9|p(x) para todo a. 

Por consiguiente, podemos decir, recordando la definición 
de convexidad, que se llama norma en L a una funcional finita 
que cumple las tres condiciones siguientes: 

1) p(x)>0, con la particularidad de que p(x)=0 sólo si 
x=0, 

2) pity) SPP (9), x% y €L, 
3) p (ax) = |a| p(x) cualquiera que sea el número a. 


DEFINICION 2. Un espacio lineal L en el que se ha introducido 
una norma se llama espacio normado. La norma del elemento 
XxEL se denotará mediante el símbolo ||x ||. 

Todo espacio normado se convierte en un espacio métrico, 
si para dos cualesquiera elementos x, yEL se toma 


pi% y =Ix—yll 


La validez de los axiomas de espacio métrico se desprende di- 
rectamente de las propiedades 1), 2) y 3) de la norma. En los 
espacios normados subsisten, por consiguiente, todos los conceptos 
y resultados expuestos en el capítulo II para los espacios 
métricos. 

Un espacio normado completo se llama espacio de Banach o, 
brevemente,  B-espacio. 
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Ejemplos de espacios normados. Muchos de los espacios, con- 
siderados en el capítulo II como ejemplos de espacios métricos 
(y en el $ 1 de este capítulo, como ejemplos de espacios linea- 
les), pueden proveerse de hecho de una estructura natural de 
espacio normado. 

1. La recta numérica R! se convierte en un espacio normado, 
si se toma lx] =|x] para todo número x€ R’. 

2. Si en el espacio real R* de n dimensiones con elementos 


A) 


V 2 > (1 


se comprobarán todos los axiomas de la norma. La fórmula 


tomamos 


lx 


pls y=llx—yl= È (uy 


determina en R” la misma métrica que hemos considerado ya 
este espacio. 
En este mismo espacio lineal se puede introducir la norma 


ll È bal © 
y la norma 
lislo= max bal. o 
A 


Estas normas determinan en R” las métricas que hemos consi- 
derado ya en los ejemplos 3 y 4 del $ 1 del capitulo II. No 
ofrece dificultad comprobar que en cada uno de estos casos se 
cumplen efectivamente los axiomas de la norma. 

n el espacio complejo C” de n dimensiones se puede intro- 


ducir la norma 
lix I VE [xl 


o cualquiera de las normas (2) ó (3). 
3. Definamos la norma en el espacio Ca, sy de funciones con- 
tinuas sobre el segmento [a, 6] mediante la fórmula 


Uf NI= max IFO a) 
a<i<o 


La distancia, correspondiente a esta norma, fue considerada ya 
en el ejemplo 6 del $ 1 del capítulo 11. 
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4. Sea m el espacio de sucesiones numéricas acotadas 
Rs de ah 
Pongamos 
xl =sup [xo l- 6) 


Es obvio que las condiciones 1), 2), y 3) de la definición de la 
norma se cumplen. La métrica que induce en m esta norma 
coincide con aquella que hemos considerado anteriormente (cap. I1, 
$ 1, ejemplo 9). 


2°. Subespacios de un espacio normado. Hemos definido un 
subespacio de un espacio lineal L (desprovisto de topología cual- 
quiera) como un conjunto no vacío Le tal que, si x, y€ Lp se 
tiene ax-+fy €L.. En un espacio normado, son de interés prin- 
cipal los subespacios lineales cerrados, es decir, aquellos subes- 
pacios que contienen todos sus puntos de acumulación. En un 
espacio normado de dimensión finita todo subespacio es automá- 
ticamente cerrado (¡demuéstrese esto!). En el caso de un espacio 
de dimensión infinita esto no es así. Por ejemplo, en el espacio 
Cta, oy, de las funciones continuas con la norma (4), los polino- 
mios forman un subespacio, pero no cerrado”. 

Otro ejemplo: en el espacio m de las sucesiones acotadas, 
las sucesiones, que contienen solamente un número finito de 
elementos diferentes de cero, constituyen un subespacio. Sin 
embargo, no es cerrado: su adherencia contiene, por ejemplo, la 
sucesión (a + 

Puesto que en lo sucesivo consideraremos, como regla general, 
solamente subespacios cerrados, resulta lógico modificar algo la 
terminología establecida en el $ 1. En este orden, entenderemos 
por subespacio de un espacio normado un subespacio cerrado; en 
particular, el subespacio generado por un sistema dado de ele- 
mentos (x,) será el menor subespacio cerrado que contiene (xs). 
Llamaremos este subespacio adherencia lineal del sistema (xa). 
EJ conjunto (no cerrado) de elementos que contiene junto con 
x e y Cualquier combinación lineal «x-+ By de ellos, se llamará 
variedad lineal. 

Un sistema arbitrario de elementos, pertenecientes a un espa- 
cio normado E, se llamará completo, cuando el subespacio (¡ce- 
rrado!) generado por él es todo el E. Por ejemplo, en virtud del 
teorema de Weierstrass, el conjunto de todas las funciones 1, 4, 


2 De acuerdo con el teorema de Weierstrass, según el cual toda función 
continua sobre un segmento es límite de una sucesión uniformemente con- 
vergente de polinomios, la adherencia del subespacio de polinomios en 
Ca, bı €s todo Cía, sre 
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a, , 1”, ... es completo en el espacio de funciones conti- 
nuas Cpu, b). 


EJERCICIOS, 1. Sea R un espacio de Banach y sea S, D S,D ... Sa D.. 
una sucesión de bolas cerradas encajadas en El Demuéstrese que Liene una 
intersección no vacía (aquí no se supone que los radios de estas bolas 
tienden a 0; compárese con el ejercicio de la pág. 75). Dése un ejemplo 
de una sucesión de conjuntos encajados mo vacios, acotados, cerrados y 
convexos de un B-espacio, con intersección vacía. 

2. Sea R un B-espacio de dimensión infinita; entonces, su dimensión 
algebraica (véase el ejercicio de la pág. 134) es innumerable 

3. Sea R un espacio de Banach y M un subespacio suyo cerrado, Con- 
sideremos el espacio cociente P=ÑR/M y definimos en él la norma, tomando 
para loda clase de equivalencia E 


lEll= me 


Demuéstrese que la funcional así definida representa efectivamente una 


porma en P y que, además, el espacio P con esta norma es un espacio de 
anach, 


4. Sea R un espacio lineal normado; demuéstrese la validez de las 
siguientes proposiciones: 

1) todo subespacio lineal de dimensión finita de R es cerrado; 
i 2) si M es cerrado y N es un subespacio de R de dimensión finita, 
la suma 

M+N=f{xix=y+z, y E M, zE N} 

es un subespacio lineal cerrado; dése un ejemplo de dos subespacios lineales 
cerrados del espacio la, cuya suma no es cerrada; 

3) sea Q un conjunto abierto convexo de R pe xa E Q; entonces, 

o 


existe un hiperplano cerrado que pasa por el punto xa y nò se intersecta 
con Q. 


i. Dos normas |} - Iz, Il- llz.de un espacio lineal R se Haman equiva- 
tentes cuando existen unas consiantes a. b > O tales que a zih ghg 
gile para todos xE R. Demuéstrese que, siendo el espacio R° de 
dimensión finita, cualesquiera dos normas en êl son equivalentes. 
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1°.. Definición de espacios euclideos. Un método bien conocido 
de- introducir una norma en un espacio lineal es el de definir 
en éste el producto escalar. Recordemos que se llama producto 
escalar en un espacio lineal 'real R a una función real (x, y), 
definida para cada par de elementos x, y €R, que verifica 
las siguientes condiciones: 
AN 
E Y EY) =(x, Ya, (A, Ya), 
3) (Ax, y=2(x y) 
4) (x, x)>0 y (x, x,=0 sólo si x=0. 
n espacio lineal con un producto escalar definido en él se 
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llama espacio euclideo. En un espacio euclideo R se introduce la 
norma mediante la fórmula 


lels Væ. (1 

De las propiedades 1), 2), 3) y 4) del producto escalar se deduce 
que se cumplen todos los axiomas de la norma. 

En efecto, el cumplimiento de los axiomas 1) y 3) de la 

norma (punto 1 del $ 3) es evidente y la validez del axioma 2) 


(desigualdad triangular) se deduce de la desigualdad de Cauchy— 
Buniakooski 


læ DIK yl 
que demostraremos ahora. 
Consideremos el siguiente trinomio de segundo grado respecto 
a la variable real A, no negativo para cualesquiera valores de A: 
90) =(Mx+Y 4) =P HD YH Y = 
=x, yA+IIyl*>0. 
La desigualdad de Cauchy— Buniakovski afirma simplemente 


que el discriminante de este trinomio de segundo grado es no 
positivo. 


Observemos que en un espacio euclídeo todas las operaciones 
(adición, multiplicación por número, producto escalar) son con- 
tinuas, es decir, si x,—x, y, — y (en el sentido de convergencia 
respecto a la norma) y »,—-? (como una sucesión numérica), 
entonces, 

Xn tY — x+y 
Dag mAn, 
(Xar Ya) — (x, Y) 
La demostración de este resultado se basa en la desigualdad 


de Cauchy—Buniakovski y queda, a título de ejercicio, a cargo 
del lector. 

La existencia del producto escalar en R permite definir en 
este espacio no sólo la norma de un vector (es decir, su longi- 
tud), sino también el ángulo entre vectores; a saber, el ángulo 
« entre dos vectores x e y se define mediante la fórmula 


en 
ET e 
De la desigualdad de Couchy— Buniakovski 


Hs Diiia 
se deduce que el valor absoluto de la expresión que figura en 
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el miembro derecho de (2) no sobrepasa 1, es decir, determina, 
efectivamente, un ángulo q, 0<p<x, cualesquiera que sean 
xey- 

Si (x, y)=0, tenemos de (2) p=}; en este caso los vectores 


x e y se llaman ortogonales. 
Un sistema de de vectores de R diferentes de cero se llama 
ortogonal, cuando 
(ta x)=0 para aB. 
Si los vectores x, forman un sistema ortogonal, son linealmente 
independientes. En efecto, sea 


AX Han + + yo =0; 
si {xa} es un sistema ortogonal, 
(Xap atat + ++ Xan) =G; (Xa Xa) =0, 


$ decir, puesto que (Xap Xa)7=0, tenemos a;=0 para todos 
los ¿=1, 2, ..., Mo 
Un sistema ortogonal (x,) completo (es decir, tal que el menor 
subespacio cerrado que lo contiene es todo el R) se llama base 
ortogonal. Si, además, la norma de cada elemento es igual a 1, 
el sistema (x,) se llama base ortonormal. En general, un sistema 
(x,) (completo o no) tal que 
0 para aĝ, 
a »-{ 1 para «=f, 
se llama sistema ortonormal. Está claro que siendo (x,) un sis- 
p En 
tema ortogonal, el sistema [Ep] resulta ortonormal. 
2. Ejemplos. Consideremos algunos ejemplos de espacios euclí- 
deos y bases ortogonales en ellos. 


1, El espacio de coordenadas R” de n dimensiones, cuyos 
elementos son los sistemas de números reales 


=p Ko eaa Za) 


con las operaciones habituales de adición y multiplicación en él 
y con el producto escalar 


w y= 2 Xiti (3) 


representa un ejemplo bien conocido de espacio euclideo. Una 
base ortonormal en él (una del número infinito de bases orto- 
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normales posibles que tiene) viene dada por los vectores 
e,=(1, 0, 0, ... 
e,=(0, 1, 0, . 


“e,=00, 0,0, .... 1. 


2. El espacio 1, con los elementos 
pafi Lp «+.» Xu h donde 3 x< oo, 
y con el producto escalar 
t p= $em o 


es un espacio euclideo. En efecto, la convergencia de la serie 
que figura en el miembro derecho de (4) fue demostrada ya 
en el cap. 1, $ 1. Las propiedades 1), 2), 3) y 4) del producto 
escalar se comprueban directamente. La base ortonormal más 
sencilla de l, es la formada por los vectores 


Em 00 ah 
e=00,1,0...) 
OE cc dy 6) 


Son obvias la ortogonalidad y normalidad deeste sistema; al mismo 
tiempo, el sistema (5) es completo: sea x= (X; Xa -s Xnr ++) 
un vector cualquiera de [, y sea x= (X, Xa >>> + Xm 0,0, 
Entonces, x es una combinación lineal de los vectores e,, .. 
€ y [XP —x|—0 para n— oo. 

3. El espacio cf bj Compuesto por funciones continuas reales 
sobre [a, b], con el producto escalar 


i 
E, =| HOEN (6) 
representa también un espacio euclídeo. Entre diferentes bases 
ortogonales que se pueden señalar en él, es de importancia prin- 
cipal el sistema trigonométrico, compuesto por las funciones 


2nt 2nt 
Ta’ NN Fa 


1 
g osn 


mM) 


La ortogonalidad de este sistema se comprueba directamente. 
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Si consideramos las funciones continuas sobre un segmento 
de longitud 2x, digamos sobre (—x, n), el sistema trigonomé- 
trico correspondiente será 1/2, cos nt, sennt (rn=1, 2,...). 

El sistema (7) es completo. En efecto, de acuerdo con el 
teorema de Weierstrass, toda función «q continua sobre el seg- 
mento |a, b], que toma valores iguales en los puntos a y b, 
puede ser representada como límite de una sucesión uniforme- 
mente convergente de polinomios trigonométricos, es decir, de 
combinaciones lineales de elementos del sistema (7). Con más 
razón esta sucesión convergerá a q según la norma del espa- 
cio Cf) sy. Si f es una función arbitraria de C? y, se puede 
representarla como límite (según la norma del espacio, Ci? »y 


A 
l 
\ 
Ay 
1) 
vd 
e A E D 
a 0 


FIG. 18 


de una sucesión de funciones q, cada una de las cuales coincide 
con f en el segmento fa, e=]. es lineal en él segmento 


(2, o] y toma en b el mismo valor que tiene en el punto 


a (fig. 18). Por consiguiente, todo elemento de C[2) » se puede 
aproximar tanto como se quiera (en la métrica de este espacio) 
mediante combinaciones lineales de elementos del sistema (7) y 
esto demuestra precisamente su complitud. 


3%. Existencia de bases ortogonales, ortogonalización. En la 
parte que queda de este parágrafo, nos limitaremos a espacios 
euclídeos separables (esto es, a los provistos de un conjunto 
numerable siempre denso). Cada uno de los espacios, señalados 
en el punto anterior, es separable (¡demuéstrese esto!). Un ejemplo 
de un espacio euclídeo, en el que no existe un conjunto nume- 
rable siempre denso, se puede construir de la siguiente manera. 
Consideremos sobre el segmento [0, 1] todas las funciones 
posibles x, para cada una de las cuales el conjunto de puntos 
to ta ..., donde ella es diferente de cero, es a lo sumo 
numerable y la suma J)? (f), tomada respecto a estos puntos, 
es finita. Definamos en este espacio las operaciones de adición y 
multiplicación por números como las habituales adición y multi- 
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plicación de funciones y el producto escalar de x por y, de la 
siguiente manera: 


w D= DI x(t)y (to, 
donde la suma se toma según el conjunto de puntos £; tales que 
x(() y (t) 0. Proponemos al lector demostrar que en este espacio 
no existe ningún subconjunto numerable siempre denso. 
Sea, pues, R un espacio euclídeo separable. Demostremos que 
todo sistema ortogonal de un tal espacio es a lo sumo numerable. 
En efecto, sin perder generalidad podemos admitir que el sistema 


{Pa} no sólo es ortogonal, sino también normal (de Jo contra- 
rio, podríamos sustituirlo por el sistema t 2t) En este caso, 


ll9.—941=V2 para a p. 


Consideremos el conjunto de bolas B ( 9a, z) Estas bolas no 
se intersecan. Si el conjunto numerable {p,} es siempre denso 
en R, en cada una de estas bolas hay al menos un elemento 
de fi: Entonces, el número de estas bolas (y, por consiguiente, 
de los elementos q, también) es a lo sumo numerable. 

Hemos señalado una base ortogonal en cada uno de los 
ejemplos expuestos de espacios euclídeos. Demostremos ahora el 
siguiente teorema general, análogo al teorema de existencia de 
una base ortogonal en el espacio euclideo de n dimensiones. 


TEOREMA 1 (sobre la ortogonalización). Sea 
farfar ooer fm => (8) 


un sistema linealmente independiente de elementos de un espacio 
euclideo R. Existe en R un sistema de elementos 


Pr Par -eor Pmr ee (9) 
que satisface las siguientes condiciones: 


1) el sistema (9) es ortogonal y normal; 
2) todo elemento] q, es una combinación lineal de los elementos 


hodo eeen frt 
PaE mfi t -© + anfa 
con ann% Ù; 
3) todo elemento [, se representa en la forma f. 0,19, + 
¿0 +banPas donde bun + 0. 
Todo elemento del sistema (9) queda determinado por las con- 
diciones 1), 2) y 3) univocamente, salvo un factor +1. 
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DEMOSTRACION. Representemos el elemento q, en la forma 
Ab 
entonces, a, se determina por la condición 
Wr =a y, 


Ee E A 

de donde a a YID 

Está claro que q, se determina univocamente (salvo el signo). 
Supongamos que han sido construidos ya los elementos q, (k < n) 
que verifican las condiciones 1), 2) y 3). En este caso, se puede 
representar f, en la forma 

A A Hin 

donde (hus Pa)=0 para k< n. 


En efecto, los coeficientes correspondientes 5,» y, por consiguiente, 
el elemento A, quedan determinados univocamente por las condi- 
ciones 


Oin P= A A A Pa) = 
no Pa) — bnr (Pr P) =0. 


Es evidente que (hw, An) > 0 (la suposición (hn, A,)==0 estaría 
en contradicción con la independencia lineal del sistema (8)). 
Pongamos 


E. EN 

Y (hm hn) 
De esta construcción inductiva se desprende que h, y, por consi- 
guiente, también q, se expresan mediante f, ..., f, es decir, 


pe 1 
Pr= amh t - -H annfn donde an= vag“. Además 


(Pnr 9) =1, (Par Pa) =0 (k< n). 


Pn= bat- - Homa (ban =V (to An) 4 0), 


es decir, q, verifica las condiciones del teorema. 

El paso del sistema (8) al sistema (9) que satisface las con- 
diciones 1), 2) y 3) se llama proceso de ortogonalización. 

Está claro, que los subespacios generados por los sistemas 
(8) y (9) coinciden. De suerte que estos sistemas son completos 
o no lo son simultáneamente. 


coroLarto. En todo espacio euclideo separable R existe una 
base ortonormal. 


y 
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En efecto, sea ty Par ---> Pao --- UN conjunto numerable 
siempre denso en R. Escojamos de él un sistema completo de 
elementos linealmente independientes (f,). Para ello bastará con 
omitir de la sucesión (Y) todos aquellos elementos y, que pueden 
representarse como una combinación lineal de w, con i< k. 
Aplicando el proceso de ortogonalización al sistema completo de 
elementos linealmente independientes obtenido de esta forma, 
encontraremos la base ortonormal. 


EJERCICIOS. 1. Dése un ejemplo de un espacio euclideo (no separable) 
en el que no existe ninguna base ortogonal, Demuéstrese que en un espacio 
euclideo completo (no necesariamente separable) existe una base ortonormal. 

2. Demuéstrese que en un espacio euclideo completo (no necesariamente 
separable) toda sucesión de conjuntos encajados no vacios, convexos, ce- 
prados y acotados, tiene una intersección no vacía (compárese con los ejer- 
cicios de las págs. 75 y 152). 


4. Desigualdad de Bessel. Sistemas ortogonales cerrados. 
Introduciendo en el espacio euclídeo R* de n dimensiones una 
base ortonormal €,, €, em todo vector xER” puede repre- 
sentarse en la forma 


se Y, Cito (10) 
donde SA 
c= (xX, es). (11) 


Veamos de qué forma puede generalizarse el desarrollo (10) al 
caso de un espacio euclídeo de dimensión infinita. Sea 


A Par +e (12) 
un sistema ortonormal en un espacio euclídeo R y sea f un ele- 


mento arbitrario de R. Pongamos en correspondencia a todo 
elemento [ER la sucesión de números 


c= lf, q, La... (13) 


que llamaremos coordenadas o coeficientes de Fourier del elemento f 
según el sistema (qa), y la serie (por ahora formal) 


Zoo (14) 


que llamaremos serie de Fourier del elemento f según el sistema 
ortogonal (9). 

Surgen lógicamente las siguientes preguntas: ¿converge la se- 
rie (14), es decir, tiende a algún limite (en el sentido de la 
métrica del espacio R) la sucesión de sus sumas parciales? y si 
converge ¿coincide su suma con el elemento inicial f? 
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Para responder a estas preguntas, consideremos primero el 
siguiente problema: para un n dado hay que escoger los coefi- 
cientes æ, (k=1, 2, ..., n) de manera que la distancia entre f 
y la suma 


4> 


Sa = Y) OFr 05) 
£ 


sea minimal. Calculemos esta distancia. Como el sistema (12) es 
ortonormal, tenemos 


niosal=(¡ Dun I $am)= 
A +h $ ewn $ am)= 
=I- Zant Da 1 Lat $ eae. 


Está claro que esta expresión alcanza su mínimo cuando el 
último sumando es igual a 0, es decir, para 


04=0p k=l 2... (16) 


En este caso, 
ES. RP Za (17) 
Hemos demostrado que para un z prescrito entre todas las 
sumas de tipo (15) la de menor desviación def es la suma par- 


cial de la serie de Fourier del elemento f. Geométricamente este 
resultado se puede interpretar del siguiente modo. El elemento 


f -2 Ph 


es ortogonal a todas las combinaciones lineales de tipo 


PIL 
es decir, es ortogonal al subespacio generado por los elementos 
Pu Pas -- -> @a cuando, y sólo cuando, se cumple la condición 


(16) (compruébese estol). Por consiguiente, el resultado obtenido 
representa una generalización del conocido teorema de la Geo- 
metría Elemental: la longitud de la perpendicular bajada de un 
punto dado a una recta o a un plano es menor que la longitud 
de cualquier oblicua trazada por el mismo punto. 
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Puesto que siempre ||}— S, |]? => 0, de la igualdad (17) fluye que 


$ a< 


a 
Aquí n es arbitrario y el miembro derecho no depende de n; por 


consiguiente, la serie 2 c} converge y 
a 


Zas. (18) 


Esta desigualdad se llama desigualdad de Bessel. Geométricamente 
significa lo siguiente; la suma de los cuadrados de las proyec- 
ciones de un vector f sobre direcciones mutuamente ortogonales 
no sobrepasa el cuadrado de la longitud del propio vector f. 
Introduzcamos el siguiente concepto importante. 


periicion. Un sistema ortonormal (12) se llama cerrado, cuando 
para cualquier FER se cumple la igualdad 


3 =le (19) 
a 
Mamada igualdad de Parseval. 
De la identidad (17) se deduce que el sistema (12) es cerrado 
y sólo si, para todo [ER las sumas parciales de la serie de 
Fourier Beyp, convergen a f. 

El concepto de un sistema ortonormal cerrado está íntimamente 
ligado al concepto de un sistema completo introducido anterior- 
mente. 


teorrma 2. En un espacio euclideo separable R todo sistema orto- 
| normal completo es cerrado y viceversa. 


DEMOSTRACION. Sea el sistema /q,) cerrado; entonces, cualquiera 
que sea el elemento FER, la sucesión de las sumas parciales de 
su serie de Fourier converge a f. Esto significa que las combi- 
naciones lineales de los elementos del sistema {Ẹ,} son siempre 
densas en R, es decir, que el sistema (q,) es completo. Viceversa, 
supongamos que el sistema {fn} es completo, esto es, todo ele- 
mento [€ R se puede aproximar con precisión arbitraria mediante 
combinaciones lineales 


È at 


6 waso 
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de elementos del sistema (qa); la suma parcial 
PLA 
A 


de la serie de Fourier de f da una aproximación no menos exacta. 
Por consiguiente, la serie 


Eos 


converge a f y tiene lugar la igualdad de Parseval. 

En el punto anterior hemos demostrado la existencia de sis- 
temas ortonormales completos en un espacio euclideo separable. 
Como para los sistemas ortonormales los conceptos de sistema 
cerrado y completo coinciden, la existencia en R de sistemas 
ortonormales cerrados no necesita una nueva demostración y los 
ejemplos de sistemas ortonormales completos, señalados en el 
plato anterior, son al mismo tiempo, ejemplos de sistemas ce- 
trados. 

En la exposición anterior los sistemas ortogonales se suponían 
normales. Se puede enunciar los conceptos de coeficientes de 
Fourier, de serie de Fourier, ctc., para cualesquiera sistemas orto- 
gonales. Sea (p,) un sistema ortogonal arbitrario. A partir de él 
podemos construir un sistema normal, compuesto por los ele- 


mentos e: Para todo FER tenemos 


Ca= =p h y Eon e g t= Dante 
donde 


= n lo 2] 
am gai Pal (20) 


Los coeficientes a,, definidos mediante la fórmula (20), se llaman 
coeficientes de Fourier del elemento f según el sistema ortogonal 
(no normal) (4,). Tomando en la desigualdad (18) en lugar de 
Ca Sus expresiones c,=4, || |], deducidas de (20), obtenemos 


Eliela <ire (21) 
que representa la desigualdad de Bessel para [un sistema orto- 
gonal arbitrario. 


5°. Espacios euclídeos completos. Teorema de Riesz—Fisher. 
Comenzando desde el punto 3, hemos considerado espacios euclí- 
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deos separables; desde este momento vamos a suponer, además, 
que los espacios considerados son completos. 
Sea, pues, R un espacio euclídeo separable completo y sea 
Pa} un sistema ortonormal en él (no necesariamente completo). 
e la desigualdad de Bessel se deduce que para que los números 


Cp Cp s.-s Cu + »» Tepresenten los coeficientes de Fourier de un 
elemento xE R es necesario que la serie 

Ye 

a] 


converja. Resulta que en un espacio completo esta condición, no 
sólo es necesaria, sino también suficiente. Tiene lugar el siguien- 
te teorema. 


TLOREMAS (Riesz—Fisher). Sed (9) un sistema ortonormal arbi- 
trario en un espacio euclideo completo R y sean los números 


A 
tales que la serie 


24 (2) 


converge. Entonces, existe un elemento FER tal que] 


a, qu) 
y 


24 4 =P. 
DEMOSTRACION. Pongamos 


n 
h= È 00% 
Entonces, 
nsp 


Mn soha =N Catas t -Hento Paap 


ki 
kenta 


como la serie (22) converge, de aquí se deduce, en virtud de la 
complitud de R, la ccnvergencia de la sucesión {fa} a un ele- 
mento FER. Además, 


E 0)=U 0) HL Pd, (23) 
donde el primer sumardo del miembro derecho es igual a c; para 
n>i, mientras que el segundo sumando tiende a cero para 
noo, ya que 

Wie P< hlo; l- 

i 
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El miembro izquierdo de la igualdad (23) no depende de n; por 
eso, pasando al límite para n —oo, obtenemos 


(f, g) =c 
De acuerdo con la definición de f, 


If, 110 para n~o 


y por eso 


Bast M. 
En efecto, 


(Zoe i- Eom)=0. n- Eto 


para n—co. El teorema queda demostrado. 
Demostremos, para concluir, el siguiente teorema útil. 


teoremas. + Para que un) sistema ortonormal {Ẹ,} de un espa- 
cio euclideo separable completo ssa completo es necesario y su- 
ficiente que en R no exista ningún elemento diferente de cero 
que sea ortogonal a todos los elementos del sistema (pa). 


DEMOSTRACION” Sea {Pa} un sistema completo y por consiguiente, 
cerrado. Si f es ortogonal a todos los elementos del sistema {pẹ}, 
todos sus coeficientes de Fourier se anulan. Entonces, de la 
igualdad de Parseval obtenemos 


ú D= È 4-0, 
È 


es decir, f =0. 
Viceversa, supongamos que el sistema (q,) no es completo, 
esto es, existe en R un elemento g=+0 tal que 


(2 8> z ch (donde c,=(8, 9a))- 


Entonces, de acuerdo con fel teorema de Riesz—Fisher, existe 
un elemento FER tal que 


h =c (F D= 23d 


El elemento f—g es ortogonal a todos los q, De la desi- 
gualdad 


(n= ha<e 0 


se desprende que —g +0.3El teorema queda demostrado. 
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EJERCICIOS, i. Sea H un espacio euclideo completo (no necesariamente 
Separable); entonces existe en él un sistema ortonormal completo (p,) (vé 
ase el ejercicio de la pág. 189). Demuéstrese que para todo vector Y € H 
tienen lugar los desarrollos 


I=Z0 P) Pa MI 9 


donde las sumas que figuran a la derecha tienen a lo sumo un número 
numerable de sumandos diferentes de 0. 


6”. Espacio de Hilbert. Teorema sobre el isomorfismo. Con- 
tinuemos la consideración de acios euclídeos completos. Nos 
interesarán, al igual que antes, los espacios de dimensión infinita 
y no de dimensión finita que se describen completamente en los 
cursos del Algebra lineal. Al igual que antes, admitiremos la 
existencia de un conjunto numerable siempre denso en los espa- 
cios considerados. Infrodu2camos la siguiente definición. 


DEpyNicION, Un espacio euclídeo separable completo de dimensión 
infinita se llama espacio de Hilbert". Es decir, un espacio de 
Hilbert es un conjunto H de elementos f, E ... de natura- 
leza arbitraria que verifica las siguientes condiciones: 

1. H es un espacio euclideo (es decir, un espacio lineal con 
un producto escalar definido en él). 

11. El espacio H es completo en el sentido de ja métrica 
Pih, DEN IN 
TIT. El espacio H es de dimensión infinita, esto es, cual- 
quiera que sea n se puede encontrar en él n elementos lineal- 
mente independientes. 

V. H es separable, esto es, existe en él un conjunto nume- 
rable siempre denso. 

Como ejemplo de un espacio de Hilbert podemos indicar el 
espacio real l. 

Recordemos que dos espacios euclideos R y R* se llaman 
isomorfos, cuando se puede establecer entre sus elementos una 
correspondencia biunívoca de manera que si 


or, yor, 
(x, yER; x', y'ER*), se tiene 


D Por el apellido del famoso matemático alemán David Hilbert (1862— 
1943) que introdujo este concepto, 
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ye r+ yr, 
aro ar 


y 
(a Y=(", y). 


En otras palabras, un isomorfismo de espacios euclideos es 
una correspondencia biunívoca que conserva tanto las opera- 
ciones lineales, definidas en estos espacios, como el producto 
escalar. 

Como se sabe, dos espacios euclídeos arbitrarios de n dimen- 
siones son isomoríos y, por consiguiente, cualquier espacio de 
este tipo es isomorío al espacio de coordenadas R” (ejemplo 1). 
Los espacios euclídeos de infinita dimensión no son necesaria- 
mente isomorfos entre sí. Por ejemplo, los espacios l, y Cf, , 
no son 1somorios. Esto se ve, por ejemplo, de que el primero 
de ellos es completo y el segundo no lo es. 

Sin embargo, tiene lugar el siguiente teorema. 


trorema s. Dos espacios de Hilbert cualesquiera"son. isomorfos. 


DEMOSTRACION. Probemos que todo espacio de Hilbert H es iso- 
morfo a /,. Con esto quedará demostrada la afirmación del teo- 
rema. Escojamos en H un sistema ortonormal completo arbi- 
trario [q,) y pongamos en correspondencia a todo elemento f €H 
el conjunto c, Ca» -..» Car --- de sus coeficientes de Fourier 
según este sistema. Puesto que Xich <oo, la sucesión (Cy, Ca» -» +, 
mass Car...) es un elemento de l, Viceversa, en virtud del 
teorema de Riesz—Fisher, a todo elemento (C,, Cs, ..., ) 
de 1, le corresponde un elemento f€ H para el cual los números 
Cis Cp -s-s Ca... Son sus coeficientes de Fourier. La corres- 
pondencia establecida entre los elementos de H y l, es biuni- 
voca. Además, si 


E P, anaa O] 
y 
Por, dl... AP, do 
tenemos 
¡UEM PHP, PE, PHAP, a 
y 


Ej (keh, ke, u, Roy, aa) 


es decir, la suma se transforma en suma y el producto por un 
número, en el producto del elemento correspondiente por el 
mismo número. Finalmente, de la igualdad de Parseval se sigue 
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que 
q, fo) 2 nap. (24) 
En efecto, de 


(O, P= ger, (9, P= Eer 


y 
yeto, opago, GO, GO, = 
AA + Bl 


se deduce (24). De esta forma, la correspondencia que hemos 
establecido entre los elementos de los espacios H y l, es efec- 
tivamente un isomorfismo; el teorema queda demostrado. 

El teorema demostrado significa que, salvo un isomorfismo, 
existe sólo un espacio de Hilbert (es decir, que el sistema de 
axiomas 1, II, 111 y IV es completo) y que el espacio /, puede 
considerarse como su «realización en coordenadas», de la misma 
forma que el espacio de coordenadas de n dimensiones con el 


producto escalar Y x;y; representa la realización en coordenadas 
A 


del espacio euclideo de n dimensiones definido axiomáticamente. 

Otra realización del espacio de Hilbert la podemos obtener to- 
mando el espacio funcional Cfa, py y considerando su completa- 
ción. En efecto, es fácil ver que la completación R* de todo 
espacio euclideo R (en el sentido en el que hemos definido la 
completación de un espacio métrico en el $ 3 del capitulo 11) 
se convierte en un espacio euclídeo lineal, si las operaciones 
lineales y el producto escalar se definen en él prolongándolas 
por continuidad del espacio RER*, es decir, tomando 


x+y= lim(x, +9) 0x= limax, 
nea nso 


(x, y)= ln (Xas Ya) 
PEA 


donde x„—x € Ya —Y, X» YER. (Es fácil ver que estos li- 
mites existen y no dependen de cómo se escojan las sucesiones 
{xa} e (y). Entonces, la completación del espacio Cia, s) será 
un espacio euclídeo completo y, evidentemente, separable y de 
dimensión infinita, es decir, será un espacio de Hilbert. En el 
capítulo VII volveremos a tratar este tema y demostraremos 
que los elementos que se deben agregar a Cia, o, para obtener un 
espacio completo, también se pueden representar como funciones, 
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pero ya discontinuas (más precisamente, como funciones de cua- 
drado integrable en el sentido de Lebesgue). 


7°. Subespacios, complementos ortogonales, suma directa. 
De acuerdo con las definiciones generales del $ 3, Jlamaremos 
variedad lineal en un espacio de Hilbert H a todo conjunto L 
de elementos de H tal que, si f, g€H, también af--PgEL 
cualesquiera que sean los números æ y PB. Una variedad lineal 
cerrada se llamará subespacio. 

$ Veamos algunos ejemplos de subespacios del espacio de Hil- 
ert. 

1. Sea A un elemento arbitrario de H. El conjunto de todos 
los elementos f€ H ortogonales a k constituye un subespacio de H. 

2. Supongamos que H está realizado mediante l, es decir, 
que sus elementos son las sucesiones (Xy, Xa ..., Xm...) tales 
que Xx <o. Los elementos que verifican la condición x, =x, 
forman un subespacio. 

3. Supongamos de nuevo que H está realizado mediante lą. 
Los elementos x =(X,, Xy» - + «Xp» - - =) para los cuales x,=0 cuando 
n=2, 4, 6, ... (mientras que x, son arbitrarios para n=1, 3, 
5, ..-) forman un subespacio. 

Recomendamos al lector comprobar que los conjuntos de vec- 
tores de los ejemplos 1, 2 y 3 son efectivamente subespacios. 

Todo subespacio de un espacio de Hilbert o bien es un es- 
pacio euclídeo de dimensión finita o bien representa un espacio 
de Hilbert. En efecto, la validez de los axiomas 1, II y 111 
para cualquiera de estos subespacios es evidente, y la validez 
del axioma 1V se deduce del siguiente lema. 


LEMA. De la existencia de un conjunto numerable siempre denso 
en un espacio métrico R se deduce la existencia de un conjunto 
numerable siempre denso en cualquier subconjunto suyo R'. 


DEMOSTRACION. Sea 
Esti eins 


un conjunto numerable siempre denso en R y sea 
a.= OS a). 


Para cualesquiera n y m naturales existe un punto na, m € R” 
tal que 


1 
P Èn Mam) < ant 
Seae > 0y} <$; para todo nER' existe un n tal que 
Pn M<F 
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y, por consiguiente, 
Pn mna) <a + <=, 


pero, entonces, p(M, Ma, m)<+e, es decir, el conjunto (N,, m} 
ín, m=1, 2 ...), a lo sumo numerable, es siempre denso en KR”. 

Los subespacios del espacio de Hilbert poseen propiedades 
específicas (que no tienen lugar para los subespacios de un es- 
pacio normado arbitrario). Estas propiedades están relacionadas 
con la existencia en el espacio de Hilbert del producto escalar 
y del concepto de ortogonalidad, correspondiente a éste. 

Aplicando el proceso de ortogonalización a una sucesión nu- 
merable siempre densa de elementos de un subespacio cualquiera 
del espacio de Hilbert, obtenemos el siguiente teorema. 


TEOREMA 6. En todo subespacio M del espacio H existe un sistema 
| ortonormal (g,) tal que su adherencia lineal coincide con M. 


Sea M un subespacio del espacio de Hilbert H. Denotemos 
mediante 
M'=HOM 


el conjunto de elementos g € H ortogonales a todos los elementos 
FEM y demostremos que M' es también un subespacio del es- 
pacio H. La linealidad de M’ es obvia, ya que de (8, f)= 
= (gn f)=0 fluye (2,8, +% 8, f)=0. Para demostrar que es 
cerrado, admitamos que os elementos Bn pertenecen a M’ y con- 
vergen a g. Entonces, para todo f €M tenemos 


ig, [)= lim (g,, f)=0 


y por eso g también pertenece a M’. 

El subespacio M' se llama complemento ortogonal del subes- 
pacio M. 

Del teorema 6 se deduce fácilmente que: 


TEOREMA 7. Si M es un subespacio lineal cerrado del espacio H, 
todo elemento [€ H se puede representar de manera única en 
la forma [=h-+H', donde he M y MEM”. 


pEMOSTRACION. Demostremos primero que existe esta descompo- 
sición, Para ello escojamos en M un sistema ortonormal com- 
pleto {Pa} y pongamos 
h= Y Cai Ca =l, 9a) 
P 


Puesto que (debido a la desigualdad de Bessel) Ja serie Ñe 
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converge, el elemento 4 existe y pertenece a M. Tomemos 
k=f—h 

Es evidente que para todo n 
(K, 9,)=0 

, como cualquier elemento de M se puede representar en la 


jorma 
t= Dan Pw 
tenemos para EM 


(w, E -3 an (1, Pa)=0, 


es decir, h’ €M’. 
Supongamos ahora que además de la descomposición obtenida 
f=h+h existe otra descomposición 


f=h +h h, EM, KEM. 
Entonces, tenemos para cualquier n 
(ar P=, Pa) = Cn 


y de aqui se deduce que 
h=h, hi=k. 


Del teorema 7 fluye el siguiente corolario. 


COROLARIO 1. El complemento ortogonal del complemento ortogonal 
| de un subespacio lineal cerrado M coincide con M. 


De esta forma resulta posible habiar de subespacios recípro- 
camente complementarios del espacio H. Si M y M' son dos 
subespacios recíprocamente complementarios y si Wa y {Pr} son 
dos sistemas ortogonales completos (de M y de M’, respectiva- 
mente), la unión de estos sistemas (pa) i (q) ofrece un sistema 
ortogonal completo de todo el espacio H. Por eso, tiene lugar 
el siguiente corolario. 


COROLARIO 2. Todo sistema ortonormal puede ser extendido a un 
sistema completo de H. 


Siendo el sistema {ọp,} finito, el número de elementos que lo 
componen coincide con la dimensión del subespacio M generado 
por {Pa} y con la codimensión del subespacio M’. Obtenemos, de 
esta forma, el siguiente corolario. 


COROLARIO 3. El complemento ortogonal a un subespacio de dimen- 
| sión finita n tiene codimensión n y viceversa. 
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Si todo vector f€H es representado en la forma f=h+h', 
REM, RE M' (donde M' es el compiemento ortogonal de M), 
se dice qe H es la suma directa de los espacios reciprocameni 
ortogonales Mjy M’ y se escribe 

H=MQM-. 
Está claro que el concepto de suma directa se puede generalizar 
inmediatamente a un número finito cualquiera o, incluso, a un 
número numerable de subespacios; a saber, se dice que H es la 
suma directa de sus subespacios M, `M, si Mw 


YI=MIDMO ... OMO +. > 


cuando 
1) los subespacios M; son {ortogonales dos a dos, es decir, 
todo vector de M; es ortogonal a cualquier vector de M, para 


io 
2) todo elemento f€ H se puede representar en la forma 
=h+hi+.. hat.» hn E Mp 


con la particularidad de que, si el número de subespacios My 
es infinito, la serie >)(]A, ||? converge. Es fácil probar, que si 
existe esta representación del elemento f, ella es única y que 


IP= Bih l- 


JuntoYa la suma directa de subespacios, se puede considerar 
la suma directa de un número finito o numerable de espacios 
arbitrarios de Hilbert. Si H, y H, son dos espacios de Hilbert, 
la suma directa de ellos se define del siguiente modo: los 
elementos de H son todos los pares (f, h), donde A, € H, 
ha € H,, y el producto escalar de dos de estos pares es igual a 


(AOS 


El espacio H contiene, evidentemente, los subespacios recipro- 
camente ortogonales, compuestos por pares de tipo (Ay, 0) y (0, A4) 
respectivamente; el primero de ellos puede ser identificado de 
un modo natural con el espacio H,, y el segundo, con el espa- 
cio H, 

Análogamente se define la suma de un número finito cual- 
quiera de espacios. La suma H= QA, de un número nume- 
rable de espacios H, H, ..., Ha ... se define así: los ele- 
mentos del espacio H son todas las sucesiones de tipo 


h= (hs hy + hm ds (a EH) 


tales que 
1, < o. 
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El producto escalar (h, g) de los elementos h y g de H es igual a 
E Cm en. 


8°. Propiedad característica de los espacios euclídeos. Analice- 
mos el siguiente problema. Sea R un espacio normado. ¿Cuáles 
son las condiciones adicionales que debe verificar la norma, 
definida en R, para que el espacio R sea euclídeo, esto es, para 
que la norma en él se determine por un producto escalar? En 
otras palabras, ¿qué es lo que caracteriza los espacios euclídeos 
dentro de la clase de espacios normados? Esta característica 
viene dada por el siguiente teorema. 


TEOREMA s. Para que un espacio normado R sea euclideo es ne- 
cesario y suficiente que para cualesquiera dos elementos f y g 
de él se cumpla la igualdad 


Mg l+1—=81*=2(1711*+118117)- (25) 


1 Puesto que f+g y F—g son las diagonales AR 
construido sobre los lados f y g, la igualdad (25) expresa la 
conocida propiedad de paralelogramo en un espacio euclídeo: 
la suma de los cuadrados de las diagonales de We paralelogramo 
es igual a la suma de los cuadrados de sus lados. Por consiguien- 
te, la necesidad de esta condición es obvia. Demostremos que 
es suficiente. Tomemos 


G, d=4 f+ liel (28) 


y probemos que, si se cumple la igualdad (25), la función (26) 
satisíace todos los axiomas del producto escalar. Puesto que para 
f=g tenemos 


(h p=4 CERMAN, (27) 


ésta será precisamente aquel producto escalar que induce en el 
espacio R la norma definida en él. 
Ante todo, se ve inmediatamente de (26) que 


G D=, P 


es decir, se cumple la condición 1) de la definición del producto 
escalar. Además, se cumple también, en virtud de (27), la con- 
dición 4) de esta definición, Para demostrar la.condición 2) con- 
sideremos la siguiente función de tres vectores 


DE g, h=4 (048 HE (E ml 
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es decir, 


od h=lf+e+hP— iehi 
Hetan ah ie he en 


y de mostremos que es |igual idénticamente a cero. De acuerdo 
ccn (25), tenemos 


lesrlr=211f5 14211811 —I1/5h—=g IP. 


Sustituyendo las correspondientes expresiones en D(f, g, A), en 
contramos 


® (f, g, h=—]|f+h—g) + ]f—h 
T Ki ear. (29) 


Temando la suma media de (28) y (29), tenemos 
Ol, g h=p lente lle 
= EN lg—h+i + le 19118 +4 |P+1g—AlP. 
El primer paréntesis, en virtud de (25), es igual a 
lle+41P+1171 
—8+A—=11 FI. 
O(f, g, h)==0. 
Consideremos ahora, para cualesquiera f y g fijos, la función 
y) =(ef, gel, 8). 
De (26) se deduce inmediatamente que 
e0=+ elel =0; 
además, p(—1)=0, ya que (—f, £) 
cualquier 7 entero 
(nf, g)= (sienn (f+. +D g= signan Íl, g)+ 
-+ (f ai=laisiennih g=2(f 2 
es decir, p(n)=0. Para p y q enteros y q0, 


p aai pi a. 2 
(5r 0) =o( qt a) = ho (qt 0)= 00. 
es decir, p(c)=0 pera todo e racional; como la función: q es 
continua, 


y el segundo, a 


Es decir, 


=— df, g). Por eso para 


Pl) =0. 
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Hemos demostrado con esto que la función (f, g) posee todas 
las propiedades del producto escalar. 

Ejemplos. 1. Consideremos el espacio n-dimensional R3 en el 
que la norma se define por la fórmula 


11)=(8/ 17)”. 


Para p>1 se cumplen todos los axiomas de la norma; sin 
embargo, Rọ será un espacio euclideo sólo cuando p=2. En 
efecto, consideremos en R3 dos vectores 


f=(1, 1, 0, 0, ..., 0), 


g=(1, —1, 0, 0, 0); 
tenemos 

f+g=(2, 0, 0, ..., 0), 

f—g=(0, 2, 0, ..., 0), 
de donde 


1 
lfl=8,=2 ’, 1F+ell,=I1/—e 11,2, 


es decir, la identidad del paralelogramo (25) no se cumple para 
pl. 
2. Consideremos el espacio de funciones continuas sobre el 


segmento [o. 3). Pongamos 
Hit) =cost, g(t)=senf. 


Tenemos 
NFIN=1, lgll=1 
2 = 
lIf+gll= max |cost+sent]=V2; 
o<i<h 
lí—gli= máx |cost—sent|=1. 
osi<h 


De aquí se ve que 
l+elb+ lle 42(1151* Heli- 
Por consiguiente, la norma del espacio “o 5] no puede ser 
F 
definida mediante ningún producto escalar. Es fácil ver que el 


espacio Cía, »y de funciones continuas sobre cualquier segmento 
[a, b] tampoco es un espacio euclídeo. 
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9”. Espacios euclídeos complejos. Junto al espacio real se 
puede introducir también el espacio euclídeo complejo (esto es, 
el espacio lineal complejo con producto escalar). Pero en el caso 
complejo resulta preciso modificar los axiomas mediante los 
cuales se define el producto escalar en el caso real, ya que los 
axiomas 1), 2), 3) y 4), enunciados al principio de este parágrafo, 
no pueden cumplirse simultáneamente en un espacio complejo. 
En efecto, de 1) y 3) se deduce 


Ox, )=%(x 2), 
de donde obtenemos para A=; 
(ix, ix)=— (x, x), 


es decir, los cuadrados escalares de los vectores x eix no pueden 
ser positivos al mismo tiempo. En otras palabras, los axiomas 
1) y 3) son incompatibles con el axioma 4). Por eso, definire- 
mos el producto escalar en un espacio complejo como una fun- 
ción (x, y) numérica (de valores complejos) de dos vectores que 
verifica las siguientes condiciones: 


Ds y= (y, x) 
2) (x, Y =2(x, y), 
3) (mtn D= H a Y)» 
4) (x, x)>0 y, además, (x, x)>0 cuando x0. 
(Por consiguiente, modificamos el primer axioma conservando 


los tres restantes). De 1) y 2) se deduce que (x, hy) =ñ (x, y). 
En efecto, 


(e 9) =(0y, x)=A (y, 2) =2.(x, y). 
Un ejemplo bien conocido de un espacio euclídeo complejo de n 
dimensiones es el espacio lineal C” ($ 1, ejemplo 2), en el que 
el producto escalar de los elementos 
XE (Xis Xas oes Xa) € Y= (Yas Yar +++ Yn) 
se define por 


Qe »- 3 Xi 


Como se sabe, todo espacio euclideo complejo de dimensión n 
es isomorío a este espacio. 


Como ejemplos de espacios euclídeos complejos de dimensión 
infinita pueden servir: 
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1) el espacio complejo £,, cuyos elementos son sucesiones de 
números complejos 
Ll li ES 


que verifican la condición 
Íimb<o, 


y en el que el producto escalar se ¿define mediante la fórmula 
(e = LA 


2) el espacio C*ja, e, de funciones de valores complejos conti- 
nuas sobre el segmento [a, b) con el producto escalar 


è 
U, D= [EOZ d. 
En un espacio euclideo complejo la longitud (norma) de un vector 
se define, al igual que en el caso real, mediante la fórmula 
VE. 
El concepto de ángulo entre vectores en el caso complejo no se 
introduce, ya que la magnitud NOD es, en general, compleja 


y puede no ser el coseno de ningún ángulo real; no obstante, 
se conserva el concepto de ortogonalidad: los elementos x e y se 
llaman recíprocamente ortogonales cuando (x, y)=0. 

Si {ọn} es un sistema ortogonal de un espacio euclideo com- 
plejo R y f es un elemento arbitrario de R, los números 


1 
an= ih a) 
se llaman, al igual que en el caso real, coeficientes de Fourier 
y la serie 
20, Qu 


serie de Fourier del elemento f según el sistema ortogonal [qa]. 
Tiene lugar la desigualdad de Bessel 


Eleh la PS P- 


En particular, si el sistema [p] es ortonormal, los coeficientes 
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de Fourier según este sistema se definen mediante las fórmulas 
Ca= Ús Pa), 
y la desigualdad de Bessel toma la forma 
AE 


Un espacio euclideo complejo separable y completo de dimensión 
infinita se llama espacio complejo de Hilbert. En el caso 
complejo subsiste el teorema sobre el isomorfismo de los espacios 
de Hil 
TEOREMA, s. Todos los espacios complejos de Hilbert son isomorfos 
| entre si. 


La realización más sencilla de un espacio complejo de Hil- 
bert es el espacio complejo l. En el capítulo VII veremos otra 
realización, de carácter funcional, del espacio complejo de Hil- 
bert, 


Proponemos al lector comprobar que todos los teoremas 
demostrados anteriormente para los espacios reales euclideos 
y de Hilbert, son válidos (con modificaciones insignificantes, 
debidas a la complejidad del producto escalar) también para 
los espacios complejos euclídeos y de Hilbert. 
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1°. Definición y ejemplos. La definición de la norma es sólo 
una de las formas posibles de introducir una topología en un 
espacio lineal. El desarrollo de ramas del Análisis Funcional 
como la teoría de funciones generalizadas (trataremos de ellas 
en el capítulo siguiente) ha demostrado que en muchos casos 
conviene considerar espacios lineales con una topología definida 
no mediante la norma, sino de alguna otra manera. 


DEFINICION. Un conjunto E se llama espacio topológico lineal, 
cuando 

I. E representa un espacio lineal (con la multiplicación de 
elementos por números reales o complejos); 

II. E es un espacio topológico; 

III. las operaciones de adición y multiplicación por números 
en E son continuas respecto a la topología existente en E. Más 
detalladamente la última condición significa lo siguiente: 

1) si z=X-+Yo, para toda vecindad U del punto z, se 
pueden indicar vecindades V y W de los puntos x, e y, tales 
que x+yEU para x€V, yEWW; 
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2) si UyXo= Y para toda vecindad U del gunto yo existe una 
vecindad V del punto x, y un número e >0 tales que ax€U 
para [a —a] <e y x€V. 

De la relación, existente en un espacio topológico lineal entre 
las operaciones algebraicas y la topología, se deduce que la to- 
pologia en este espacio queda tolalmente determinada al dar el 
sistema de vecindades del cero. En efecto, sea x un punto 
de un espacio topológico E y sea U una vecindad del cero en E. 
Entonces, U+-x, esto es, la «traslación» de esta vecindad 
paralelamente a x, esuna vecindad del punto x; esevidente, que toda 
vecindad de cualguier punto x€ E puede obtenerse de esta forma. 

De la continuidad, en un espacio topológico lineal E, de 
las operaciones de adición y multiplicación por números, resultan 
inmediatamente las siguientes afirmaciones. 

1) Si U y V son conjuntos abiertos de £, el conjunto U +V 
(es decir, la totalidad de elementos de tipo x+y, x€U, yEV) 
es abierto, 

2) Si U es abierto, el conjunto 2U (es decir, la totalidad de 
elementos de tipo ^x, x € U) es también abierto para todo 40. 

3) Si FE es cerrado, el conjunto AF es también cerrado 
para todo A. 

Ejemplos. 1. Ante todo, son espacios topológicos lineales 
todos los espacios normados. En efecto, de las propiedades de 
la norma se deduce inmediatamente que las operaciones de adición de 
vectores y multiplicación deéstos por númerosson, en unespacio 
normado, continuas respecto a aquella topología que induce en 
él la norma. 

2. En el espacio R= de todas las sucesiones numéricas 
x= (Xy Yo Xa +.) definamos el sistema de vecindades del 
cero como sigue: cada una de estas vecindades U (k, ..., k; e: 
se define por los números enteros k, ..., k, y el número £>! 
y consta de todos los x€ R® que verifican las condiciones: 


filaa ml, La 0... 7 


(El espacio Re puede ser tanto real como complejo). 

. Sea Kia, sı el espacio de funciones indefinidamente diferen- 
ciables 1) sobre el segmento [a, b]. Definamos la topologia en 
Kia, wi por medio del siguiente sistema de vecindades del cero. 
Cada una de estas vecindades Um,. se determina por el número 
m y por el número e>0 y consta de todas las funciones q 
que verifican las desigualdades 


199 ()1<e, k=0, 1, 2, ..., m, 
donde ọ™* es la derivada de orden k de la función q. 


D Es decir, de funciones que tienen derivadas de todos los órdenes. 
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El hecho de que en un espacio lineal topológico la topolo: 
gía esté relacionada con las operaciones lineales definidas er 
él, impone limitaciones bastante rígidas a su topología. Resulta 
que todo espacio topológico lineal verifica el asi llamado axioma 
de separabilidad T,, esto es, que cualquier vecindad U de-ur 
punto arbitrario x contiene una vecindad menor W del mismc 
punto que junto con su adherencia pertenece a U. 

Para demostrar esta proposición basta considerar las vecin 
dades del cero. Sea U una vecindad cualquiera del cero. Debidc 
a la continuidad en £ de la operación de sustracción, existiri 
una vecindad W del cero tal que W—W<U. Probemos que lé 
adherencia de la vecindad W está contenida en U. Séa sel) 
En este caso toda vecindad del punto y, en particular y+ 
contiene un punto de W. Por consiguiente, existe un punto 2 €W 
tal que y+2€W, es decir, yE WŴW—WcU, que es lo que se 
afirmaba. 

Un espacio topológico lineal se liama separable, cuando veri 
fica el axioma de separabilidad T,, esto es, cuando todo sub 
conjunto suyo compuesto de un punto resulta cerrado; es evidente 
que un espacio es separable cuando, y sólo cuando, la intersec 
ción de todas las vecindades del cero no contiene elemento: 
diferentes de cero. Los espacios topológicos que verifican lo: 
axiomas de separabilidad T, y T, suelen llamarse regulares; de 
lo demostrado en el párrafo anterior se deduce que un espaci 
topológico lineal separable es regular. 

En los espacios normados desempeña un papel importante 
el concepto de conjunto acotado. Aunque este concepto se intro 
duce alit mediante la norma, puede ser, claro está, enunciade 
también para los espacios topológicos lineales arbitrarios. 

Un conjunto M, situado en un espacio topológico lineal E 
se lama acotado, cuando para toda vecindad U del cero existe 
un n>0 tal que nU>M. 

Está claro que en el caso de los espacios normados este con 
cepto de acotación coincide con la acotación según la norma (e: 
decir, con la posibilidad de situar el conjunto dado dentro de 
una tola ||x||< R). Un espacio E se llama localmente acotado 
cuando existe en él al menos un conjunto acotado abierto nc 
vacío. Todo espacio normado es localmente acotado. Come 
ejemplo de un espacio que no es localmente acotado, puedi 
servir el espacio R=, señalado en el ejemplo 2 (¡demuéstrese esto!) 


EJERCICIO. Sea E un espacio topológico lineal; dermuéstrese la validez di 
las afirmaciones siguientes: 

(a) un conjunto MEE es acotado si, y sólo si, cualesquiera que seat 
la sucesión fenJM y la sucesión {en} de números positivos, convergente 
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a 0, la sucesión (enxn) también converge a ceroz 
(b) si [Xa)r=¡CE Y *n—x, el conjunto (xy) es acotado; 


(c) si E es localmente acotado, en él se cumple el primer faxioma de 
numerabilidad. 


2°, Convexidad local. Los espacios topológicos lineales arbi- 
trarios pueden tener propiedades muy diferentes de las propieda- 
des habituales de los espacios euclídeos o normados. Un clase 
importante de espacios, más generales que los normados, pero 
en los que subsisten muchas propiedades de los últimos, la for- 
man los así llamados espacios localmente convexos. 


perinicion. Un espacio topológico lineal E se llama localmente 
convexo, cuando todo conjunto abierto no vacío de él contiene 
un subconjunto abierto convexo no vacío. 

Observemos que, si el espacio £ es localmente convexo, para 
todo punto x€ y oda vecindad suya U existirá una vecindad 
convexa del cero Y tal que xEVCU. En efecto, basta compro- 
bar la validez de esta afirmación para el punto x=0. Sea U 
cualquier vecindad del cero. Existe una vecindad del cero V tal 
que V—V<U. Como E es localmente convexo, existe un con- 
junto abierto convexo no vacio V’cV; sea yEV'; entonces, 
V'—y es una vecindad convexa del cero contenida en U. 

Todo espacio normado es localmente convexo. En efecto, 
todo conjunto abierto no vacio de él contiene una bola abierta. 
De esta forma, todo espacio normado es localmente acotado 
y localmente convexo. Se puede demostrar que la clase formada 
por espacios con estas dos propiedades se reduce, de hecho, 
a los espacios normados. Con más precisión: un espacio lineal 
topológico E se llamará normable, cuando la topología exis- 
tente en E puede definirse mediante una norma; tiene lugar 
el siguiente teorema: fodo espacio topológico lineal separable, 
localmente convexo y localmente acotado, es normable. 


EJERCICIOS. 1. Demuéstrese que un conjunto abierto U de un espacio topo- 
lógico lineal es convexo si, y sólo si, U-+U=2U. 

2. Sea E un espacio lineal; un conjunto UCE se lama, simétrico, 
cuando xEU. implica —x€ Ú. Sea 3 la familia de todos los subconjuntos 
simétricos convexos del espacio E coincidentes con su núcleo (véase el $ 2), 
Demuéstrese la validez de las afirmaciones siguientes. 

(a) La familia B es ùn' sistema determinante de vecindades del cero 
respecto a una topología separable y localmente convexa del espacio E (esta 
topología se liama convexa nuclear). 

(b) La topología convexa nuclear es la más fuerte de las topologías 
localmente convexas compatibles con las operaciones lineales en E. 

fc) Toda funcional lineal sobre E es continua respecto a una topología 
convexa, nuclear. 
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3°. Espacios normados mumerables. Una clase de espacios 
topológicos lineales muy importante para el Análisis resulta ser 
la clase de los así llamados espacios normados numerables. Para 
poder dar la definición correspondiente necesitamos de un con- 
cepto auxiliar. 

Supongamos que en un espacio lineal E se han introducido 
dos normas I|-ll, y llh- Se llaman compatibles, cuando toda 
sucesión (x,) de È, fundamental respecto a cada una de estas 
normas y convergente a un límite x€ Æ respecto a una de ellas, 
converge al mismo limite x respecto a la segunda norma. 


Se dice que la norma |]-ll, es no más débil que ll» cuando existe una 
constante c > O tal que I| xh =e | zll para todo x€ £. 

Si la primera norma es no más débil que la segunda y ésta; no más 
débil que la primera, estas dos normas se llaman equivalentes. Dos normas 
se llaman comparables, cuando una de ellas es no més débil que la otra 


DEFINICION, Un espacio normado numerable es un espacio lineal E 
provisto de un sistema numerable de normas ||[|, compatibles 
entre sí. Todo espacio normado numerable se convierte en un 
espacio topológico lineal, si se toma por sistema determinante 
de vecindades del cero la totalidad de conjuntos U,, e cada uno 
de los cuales está definido por un número r y un número posi- 
tivo e y consta de todos [los elementos x€ È que verifican las 
condiciones 


Izh <s, .... lx ll, <e. 


Proponemos al lector comprobar que este sistema de vecin- 
dades del cero induce, efectivamente, en E una topología res- 
pecto a la cual resultan continuas las operaciones de adición de 
elementos y de multiplicación de éstos por números. 

Observemos que todo espacio normado numerable verifica el 
primer axioma de numerabilidad, ya que el sistema de vecinda- 
des del cero U,, e puede ser sustituido (sin que varíe la topolo- 
gía) por un subsistema numerable, en el que e toma solamente 
los valores ri 4, ... >. ... + Por eso la topología de 
este espacio se puede describir en términos de convergencia de 
sucesiones. Es más, la topología de un espacio normado nume- 
rable s puede definir por medio de una métrica, por ejemplo, 
por ésta: 


p=% 2-= A x, yeE. 
ma 


Proponemos al lector comprobar que la función p(x, y) verifica 
todos los axiomas de distancia y es invariante respecto a las 
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traslaciones (esto es, p(x-+2, Y +2) =P(x, y); X, Y, 2€ E) y que 
la topología inducida por ella coincide con la inicial. De esta 
forma podemos hablar de la complitud de un espacio normado 
numerable, entendiéndose por ello la complitud respecto a la 
métrica introducida más arriba. Observemos, además, que la 
sucesión [x,] resulta fundamental respecto a la métrica ọ si, 
y sólo si, es fundamental respecto a cada una de las normas 
illa y que converge (en la métrica p) al elemento x€£ si, 
y sólo si, converge a x respecto a cada una de las normas ||- jla- 
En otras palabras, la complitud de un espacio normado nume- 
rable significa que toda sucesión de él, fundamental respecto 
a cada una de las normas ||-|j,, converge. 

Ejemplos. 1. Un ejemplo importante de un espacio normado 
numerable es el considerado anteriormente espacio Kta, » de 
funciones indefinidamente diferenciables sobre un segmento, si 
admitimos que la norma [|-l|» de este espacio se define mediante 
la fórmula 

YA] 


sup POL 
<<» 
SL Em 


Es evidente que todas estas normas son compatibles entre si 
y que definen en Kia, »¡ la misma topología que hemos descrito 
anteriormente. 

2. Sea S el espacio de todas las funciones indefinidamente 
diferenciables sobre la recta, que tienden, junto con todas sus 
derivadas, en el infinito a cero más rápido que cualquier poten- 


cia de m (esto es, que verifican la condición t*f® (t) — 0 
para ilc co cualesquiera que sean los números fijos k y 9). 
efinamos en este espacio un sistema numerable de normas 
tomando 


IFla=, sup IP90], m=0, 1,2, ... 
.o<m 


Es fácil comprobar que estas normas son compatibles entre sí. 
Por consiguiente, S es un espacio normado numerable. 

3. Un caso particular importante de los espacios normados 
numerables son los así llamados espacios mumerables de Hilbert. 
Sea H un espacio lineal en el que se ha introducido un sistema 
numerable de productos escalares (q, 1), y supongamos que las 
normas |o =V (P, q), correspondientes a estos productos 
escalares, son compatibies entre sí. un espacio de esta índole 
es completo, se llama espacio numerable de Hilbert. 

4. Como ejemplo concreto de un espacio numerable de Hil- 
bert, puede servir el siguiente espacio, Sea O el conjunto de 
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sucesiones numéricas [x,] tales que para todo entero k>0 la 
serie 


Ea 

a 
converge. Introduzcamos en este espacio un sistema numerable 
de normas, tomando 


pa 
Ishe} È ma. 


Es fácil ver que estas normas son compatibles entre sí y que O 
es completo en el sentido señalado anteriormente. Está claro 
que cada una de las normas |-|, puede ser definida mediante el 
producto escalar 


h= 2 AE o 


es decir, que D es un espacio numerable de Hilbert. Se llama 
espacio de sucesiones rápidamente decrecientes. 

Si E es un espacio normado numerable, se puede aceptar 
que las normas || [js definidas en él, verifican la condición 


lla < ll lle para k< t, (1) 


ya que, de io contrario, podríamos sustituir las normas ||x |ly 
por las normas 


Næ lik= sup (lx las Illae ++» M 


que definen en E la misma topología que define el sistema ini- 
cial de normas. Completando el espacio E según cada una de 
estas normas ||+[[,, obtendremos un sistema de espacios norma- 
dos completos Ey. Además, de la relación (1) y de la compati- 
bilidad de las normas, se deduce que tienen lugar las inclusiones 
naturales 

E¿>E, para k <l. 


De esta forma, a todo espacio normado numerable E se puede 


poner en correspondencia uma cadena decreciente de espacios 
normados completos 


ESE» SED... ME>E. 
pa 
Se puede demostrar que el espacio E es completo cuando, y sólo 


cuando, E=(1] E, (¡demuéstrese esto!). Por ejemplo cuando el 
A 
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espacio ka, s) de funciones indefinidamente diferenciables sobre 
el segmento [a,b] es la intersección de los espacios normados 
completos D*(n=0, 1, 2, ...), donde el espacio D" está com- 
puesto por funciones, que tienen derivadas continuas de orden n 
inclusive, y la norma en él se define mediante la fórmula 


NAN 1901. 


sup 
asisb 
OZi<n 


En la década de los años 30, cuando fue construida, principalmente en 
los trabajos de Banach, la teoría de los espacios lineales normados, existía 
la opinión de que esta clase de espacios es lo suficientemente amplia para 
abastecer todas las necesidades concretas del Análisis. Más tarde se vio, sin 
embargo, que esto no es asi. Resultó que en una serie de cuestiones desempeñan 
un papel importante espacios como el espacio de funciones indefinidamente 
diferenciables, el espacio R® de todas las sucesiones numéricas, así como 
otros espacios, donde la topología natural no se puede definir mediante 
ninguna norma. De esta forma, los espacios lineales topológicos, pero no 
normados, no son necesariamente «exotiquez o «patalogía». Al Contrario, 
algunos de estos espacios representan una generalización del espacio euclí- 
deo de dimensión finita no menos natural e importante que, digamos, el 
espacio de Hilbert. 


CAPITULO 
IV 


FUNCIONALES LINEALES 
Y OPERADORES LINEALES 


$ 1. FUNCIONALES LINEALES CONTINUAS 


1°, Funcionales lineales continuas sobre espacios topológicos 
lineales, En el $ 1 del cap. 111 hemos considerado ya funciona- 
les lineales definidas sobre un espacio lineal. En el caso de fun- 
cionales definidas sobre un espacio topológico lineal, representan 
interés principal las funcionales lineales continuas; como de 
costumbre, una funcional f, definida sobre un espacio E, se 
lama continua, cuando para todo e >O y todo x,€ £ existe una 
vecindad U del elemento x, tal que 


IFF) <e para xEU. a) 


Si E es un espacio topológico lineal de dimensión finita, 
toda funciona! lineal sobre £ es automáticamente continua. En 
el caso general, la linealidad de una funcional no implica su 
continuidad. 

La siguiente proposición, aun siendo casi evidente, resulta 
esencial para lo sucesivo. 

Si una funcional lineal f es continua en algún punto x€E, 
es continua en todo E. 

En efecto, sea y un punto arbitrario de E y sea e >0. Esco- 
jamos la vecindad U del punto x de manera que se cumpla la 
condición (1). Entonces el conjunto 


V=U+W—=x) 


será la vecindad deseada del punto y, ya que para z€V, tene- 
mos 2 +x—y€U y, por consiguiente, 


HO) —HMI=16—y4+0-H0|<e. 
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HO) —HMI=16—y4+0-H0|<e. 
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De esta forma es suficiente comprobar la continuidad de una 
funcional solamente en un punto, por ejemplo, en el punto 0. 
Si E es un espacio con el primer axioma de numerabilidad, la 
continuidad de una funcional lineal sobre E se puede enunciar 
en términos de sucesiones, es decir, de la siguiente forma: una 
funcional f se llama continua en el punto x€E, cuando de 
Xx se deduce que f(x,)— f(x). Dejamos a cargo del 
lector la demostración de la equivalencia (en caso de que se verifi- 
que el primer axioma de numerabilidad) de esta definición con 
la dada anteriormente. 


Teorema i. Para que una funcional lineal f sea continua sobre E, 
es necesario y suficiente que exista en E una vecindad del cero 
donde la funcional f sea acotada. 


Demostracion, Si la funcional f es continua en el punto O, para 
todo e >0 existe una vecindad del cero donde 


ES 
Viceversa, sea U una vecindad del cero tal que 
IFO9U<IC para re U 
y sea e>0. Entonces, -U es aquella vecindad del cero, donde 


1FG)|<e, Con esto queda demostrada la [continuidad de f en 
el punto Ô y, por consiguiente, en todo el espacio. 


EJERCICIO. Sea E un espacio topológico lineal; demuéstrese la validez de 
las siguientes proposiciones. 

(a) Una funcional lineal f sobre E es continua cuando, y sólo cuando, 
existen un conjunto abierto U G E y un número £ tales que £ € } (U) (aquí f (U) 
es el conjunto de tos valores que loma f sobre U). 

b) Una tfuncional lineal f sobre E es continua cuando, y sólo cuando, 
su subespacio nulo (x:f (x)=0} es cerrado en E. 

e) Si toda funcional lineal sobre £ es continua, la topología de £ coin- 
cide con la topología convexa nuclear (véase el ejercicio en la pág. 180). 

d) Si E es de dimensión infinita y normable, existe en él una funcional 
lineal discontinua (empléese la existencia en Æ de una base de Hamel; véase 
el ejercicio en la pág. 134). 

(e) Supongamos que en Æ existe un sistema determinante de vecindades 
del cero y que la potencia de este sistema no sobrepasa la dimensión alge- 
braica del espacio E (esto es, la potencia de una base de Hamel en £; véase 
el ejercicio en la pág. 134). Entonces, existe sobre E una funciona! lineal 
no continua. 


2. Relación entre la continuidad de una funcional lineal y su 
acotación sobre conjuntos acotados. Recordemos que un conjunto M, 
situado en un espacio topológico lineal, ha sido llamado acotado, 
cuando para cualquier vecindad U del cero existe un número n 


$ l. FUNCIONALES LINEALES CONTINUAS 187 


tal que M=nU. Demostremos el siguiente teorema que establece 
la relación existente entre la continuidad de una funcional lineal 
y su comportamiento sobre conjuntos acotados. 


teorema 2. Para que una funcional lineal f sea continua sobre E, 
es necesario y, en caso de que E verifique el primer axioma de 
numerabilidad, también suficiente que sea "acotada sobre todo 
conjunto acotado. 


DEMOSTRACION.2NECESIDAD. Una funcional continua es acotada sobre 
cierta vecindad U del cero, de manera que 


IFSC para x EU. 


Si Mes un conjunto acotado, tenemos que M c nU para un n de- 
terminado y, por consiguiente, 


IFIS Cn sobre M. 


SUFICIENCIA. Sea U,DU,¿>...>U,>... un sistema numerable 
determinante de vecindades del cero en E. Si la funcional f no 
es continua, no está acotada en cada una de estas vecindades. 
Por eso, en cada una de las vecindades U, se puede indicar un 
punto x, en el cual |f(x)/>k. La sucesión (xy) tiende a cero 
y representa, por consiguiente, un conjunto acotado; la funcional f 
no está acotada sobre este conjunto. Es decir, si la funcional f 
no es continua en un espacio E que verifica el primer axioma 
de numerabilidad, existe en £ un conjunto acotado sobre el cual 
la funcional no está acotada. El teorema queda demostrado. 

Una funcional lineal acotada sobre todo conjunto acotado se 
llamará funcional lineal acofada. La acotación de una funcional 
lineal no implica, en general, su continuidad. 


3°. Funcionales lineales continuas sobre espacios normados. Vea- 
mos más detalladamente el caso particular importante cuando E 
es un espacio normado. Como todo espacio normado verifica el 
rimer axioma de numerabilidad, la continuidad de una funcional 
ineal en él equivale a su acotación. Pero en un espacio normado 
un conjunto es acotado si, y sólo si, está contenido en una bola 
con centro en el origen de coordenadas. Por eso la acotación 
de una funcional en un espacio normado significa que la funcional 
está acotada en cada bola. Debido a la linealidad, esta última 
condición equivale a que la funcional está acotada sobre la bola 
unitaria 
xi <1 
del espacio E. 
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Sea f una funcional lineal acotada (=continua) en un espacio 
normado E. El número 


llfl=, sup Fol 


esto es, la cota superior mínima de los valores que toma |f {x)| 
sobre la bola unitaria del espacio E, se llamará norma de la fun- 
cional lineal f. Señalemos las siguientes propiedades evidentes 


de IFI: 


1) uri- sup HEL, e 
esto sigue directamente de que para todo x0 
yos 
|i (šn)l 
2) Para cualquier k 
IISA- (3) 


En efecto, si x0, el elemento TT pertenece a ia bola unita- 
ria, es decir, por definición de ja! norma de una funcional 


rm) lus. 


de donde se deduce (3). En cambio, si x=0, en los miembros 
de derecha y de izquierda de (3) figura 0. 

En lo sucesivo sólo consideraremos funcionales lineales conti- 
nuas; omitiremos, para abreviar, la palabra «continua». 

Veamos algunos ejemplos de funcionales lineales en espacios 
normados. 

1, Sea R” el espacio euclídeo de n dimensiones y sea a un 
vector fijo de él. Entonces, el producto escalar 


t=, a), 


donde x recorre todo R”, representa, evidentemente, una funcional 
pe sobre R", Debido a la desigualdad de Cauchy — Buniakovski, 
lenemos 


169 |=16 alixa (4 


por consiguiente, esta funcional es acotada y, por lo tanto, conti- 
nua sobre R”. De la desigualdad (4) tenemos que 


qa <pall- 
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Puesto que el miembro derecho de esta desiguaidad no depende 
de x, tendremos 


ON 
rOl < pat 
es decir, f< la|]. Pero tomando x=a, obtenemos 


1F(a)|=(a, a)=||a ||*, esPdecir, Hal. 


sup 


Por eso 


ii= la. 
2. La integral 


è 
1695 xd, 
donde x (t) es una función continua sobre [a, b], representa una 


funciona] lineal en el espacio Cia,» Esta funcional es acotada 
y su norma es igual a b—a. En efecto, 


< max |x (1) | (0—a) = || x 11(9—a) 


b t 
$x(9dt 


161= 


y para x= const se alcanza la igualdad. 

3. Consideremos un ejemplo más general. Sea y(t) una fun- 
ción fija continua sobre [a, b]. Pongamos para toda función 
(0 E Cia by 

b 
Fo= (09 dt. © 
E 
Esta funcional es lineal. Además, es acotada, ya que 
è 
<el f luO lat. (6) 


è 
| x (9 yo (tdt 


IF w= 


De manera que la funcional (5) es lineal y acotada; luego, e 
continua. De (6) se deduce que 


5 
IFIS ftue (ldt. 


(Demuéstrese que de hecho tiene lugar la igualdad exacta). 
4. Consideremos en el espacio Cia, y, la funcional lineal 


84, (1) = x (to) 
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ya mencionada en el punto 5 del $ 1 del cap. III. Su valor en 
la función x (£) se define como el valor de x (f) en el punto dado £,. 
Está claro que 

lxtd llii 


y que para x= const tiene lugar la igualdad. De aquí se deduce 
inmediatamente que la norma de la funcional &, es igual a 1. 

5, En todo espacio euclideo X, al igual que eh R”, se puede 
definir una funcional lineal, escogiendo un elemento fijo a €X 
y tomando para cualquier x€ X 


F()=(x, a). 
Al igual que en el casoldezR”, es fácil comprobar que 
UF I= aN. 


Al conceplo de la norma de una funcional lineal en un es- 
pacio normado se puede dar la siguiente interpretación geométrica 
clara. Hemos visto anteriormente (cap. 111, $ 1) que a toda fun- 
cional lineal se puede poner en correspondencia un hiperplano L 
dado por la ecuación 


F=. 
Busquemos la distancia d de este hiperplano al punto 0. Por de- 
finición de mr dixi. Puesto que siempre 
IEOS 
de f(x)=1 se deduce que il> para todo x€ L, es decir, 


que d> T: Por otro lado, de acuerdo con la definición de la 


norma de f, para cualquier e>0 existe un elemento x, que 
verifica la condición f(x)=1 y tal que 


IAE 


por eso i 
e + 
Como £ >O es arbitrario, obtenemos 
1 
d= Im’ 


es decir, la norma de la funcional lineal f (x) es el valor inverso 
de la distancia desde el hiperplano f()=1 hasta el punto O. 


4°, Teorema de Hahn — Banach en un espacio normado. En el 
$ 2 del cap. TIT hemos demostrado el teorema de Hahn—Banach, 
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según el cual toda funcional lineal f(x,), que está definida sobre 
un subespacio L de un espacio lineal £ y que verifica la condición 


AOISE (7) 


donde p es una funcional convexa fija sobre E, se puede prolongar 
a todo el E conservando la condición. En el caso de funcionales li- 
neales acoladas en espacios normados, este teorema se puede 
enunciar de la siguiente manera: 

Sean E un espacio normado real; L, un subespacio suyo y fo 
una funcional lineal acotada sobre L. Esta Piae lineal se 
puede prolongar a una funcional lineal f, definida sobre todo el 
espacio E, sin aumentar la norma, esto es, de manera que 


Ilo lliovre z= IIF llsosre £+ 
En efecto, sea 
Mfo llsonre z= k- 


Está claro que £[|x]| es una funcional convexa. Tomándola igual 
a p y aplicando el teorema de Hahn—Banach, demostrado en el 
$ 2 del cap. III, obtendremos el resultado necesario, 

En la forma que acabamos de dar, el teorema de Hahn — Banach 
admite la siguiente interpretación geométrica. La ecuación 

fo) =1 (8) 

define en el subespacio L un hiperplano que se encuentra a la 
distancia -yy del cero. La posibilidad de prolongar la funcio- 
nal fa, sin incrementar su norma, hasta una funcional definida 
en todo E, significa que este hiperplano puede completarse hasta 
un hiperplano en todo £ y de manera que la distancia hasta el 
cero de este hiperplano mayor sea la misma que la del hiperplano (8). 

Aplicando la variante compleja del teorema de Hahn —Banach 
(teorema da del $ 2 del cap. III), es fácil demostrar la validez 
de la siguiente proposición: 


Sean E un espacio normado complejo y fẹ una funcional lineal 
acotada, definida sobre un subespacio LZE. Entonces existe una 
funcional lineal acotada f, definida en todo E, que verifica las con- 
diciones: 

F=f), xEL, 


lá Naotce = I fo lsoore £- 


5°. Funcionales lineales en espacios normados numerables. 
Sea E un espacio normado numerable con las normas ||-ll 
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(k=1, 2, ...); sin perder generalidad, se puede considerar que 
para todo xEE 

lx <llx ll <...< ll «ll S. (9) 
Sea f una funcional lineal continua sobre £; entonces, existe en E 
una vecindad U del cero en la cual la funcional f está acotada. 
De acuerdo con las desigualdades (9) y la definición de la topo- 
logía en un espacio normado numerable, existen un número 
natural k y un e >0 tales que la bola Sa, .=(x:]] [lg < e) está 
contenida en la vecindad U; entonces, la funcional f está acotada 
sobre esta bola y, por consiguiente, es acotada y continua respecto 
a la norma ||-/l;» esto es, existe un C >O tal que 


AISCE xEE. 
Por otro lado, es evidente que una funcional lineal acotada res- 
pecto a una de las normas [|»[|, es continua sobre E. Por consi- 
guiente, si Ej es el conjunto de todas las funcionales lineales 
sobre E, continuas respecto a la norma ||-|l y si E* es el con- 
junto de todas las funcionales lineales continuas sobre Æ, tenemos 


E= Us: (10) 


Además, de la condición (9) se deduce que 
E¡cEjc...cE¡C... 


Siendo f una funcional lincal continua sobre E, esto es, FE £*, 
su orden se define como el menor de los números n tales que 
FE Es; en virtud de la igualdad (10), toda funcional lineal con- 
tinua sobre E tiene un orden finito. 


6°. Existencia de un número suficiente de funcionales lineales 
continuas. Si el espacio topológico lineal Æ no se sujeta a limi- 
taciones adicionales, puede ocurrir que no exista sobre él ninguna 
funcional lineal continua diferente del cero idéntico. No obstante, 
puede señalarse una clase amplia de espacios para los cuales 
existe un número suficientemente grande de funcionales lineales 
continuas. Aceptemos la siguiente terminología. Diremos que 
sobre el espacio E existe un número suficientemente grande de 
funcionales lineales continuas, cuando para cualesquiera xX, + X, 
de E existe una funcional lineal continua f, definida sobre £, 
tal que f(x) f(x). Esta condición equivale, evidentemente, a 
que para todo xp3%0 exista una funcional f tal que f (x,) +40. 

Para cada espacio normado E existe un número suficientemente 
grande de funcionales lineales continuas. 

En efecto, sea x, un elemento no nulo de E. Definamos 
para los elementos de tipo Ax, la funcional fp tomando 
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fo (àxa)}= À, y prolonguemos después esta funcional (valiéndonos, 
del teorema de Hahn-—Banach) hasta una funcional continua, 
definida sobre todo el espacio E. Obtendremos una funcional f 
tal que f (x)= 1 0. 

Si E es un espacio normado numerabile con las normas 
lel (n=1, 2, ...) y si xe£&E y x0, podemos construir, re- 
pitiendo el razonamiento anterior, una funcional lineal f, definida 
sobre E y continua respecto a la norma ||-|),, tal que f (xp) 0; 
puesto que esta funcional será, evidentemente, continua sobre E, 
para todo espacio normado numerable existe también un número 
suficientemente grande de funcionales lineales continuas. 

Finalmente, si E es un espacio real localmente convexo y: se-, 
parable, para cualquier elemento no nulo x,€ E existe una ve 
cindad U del cero convexa y simétrica (U =— U) tal que xo EU; 
sea py la funcional de Minkowski para la vecindad U, esto es, 


po tò= ini {t: 1>0, že u}. 


De lo “demostrado en el $ 2 del cap. II se deduce que py es 
una funcional convexa sobre E finita ¡y simétrica (es decir, tal 
que py(—x)=Pylx) y que, además, 

py) <il, xEU, 

pod > 


Consideremos en E el subespacio lineal unidimensional L, = 
= {àx} y definamos en él una funcional linea! fe, tomando 
Lo (xo) =A. Está claro que |f (x)| < py{x) para xEL, y que 
fo(x)=1. De acuerdo con el teorema de Hahn — Banach, existe 
una prolongación f de la funcional fẹ, definida en todo el £, que 
verifica la condición |f (x)| <p; p ara todos los éA. En 
particular, para xEU, tenemos If) |<py()< 1, de manera 
que la funcional f es acotada sobre U y, por consiguiente, con- 
tinua sobre E. 

Como f(x») =1, hemos demostrado que para todo espacio real 
localmente convexo y separable existe un número suficientemente 
grande de funcionales lineales continuas (una proposición análoga 
es válida también para un espacio complejo). En realidad, este 
hecho es el que determina en lo fundamental la importancia para 
el Análisis de la clase de espacios localmente convexos. 


$ 2. ESPACIO DUAL 


1”. Definición de espacio dual. Para funcionales lineales se 
puede definir las operaciones de adición y multiplicación por 
números. Sean f, y f, dos funcionales lineales definidas sobre un 
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espacio topológico lineal E. La suma de ellas f,+f, es la fun- 
cional lineal 


F00=H(9+h(), xEE. 


El producto af, de la funcional lineal f, por el número æ es 
la funcional 


F)=afX0, x€E. 
Está claro que la suma f,+f, y el producto af, representan 


funcionales lineales. Además, de la continuidad de las funciona- 
les f, y fa se deduce que f,+f, y af, son también funcionales 
continuas sobre E. 

Es fácil ver que las operaciones de adi y multiplicación 
de funcionales por números así definidas satisfacen todos los axio- 
mas de un espacio lineal. En otras palabras, el conjunto de to- 
das las funcionales lineales continuas, definidas sobre un espacio 
topológico lineal E, forma un espacio lineal. Se llama espacio 
dual a E y se denota mediante E*. 

Además de las operaciones lineales, en el espacio dual E* se 
pueden introducir diferentes topologías. Consideremos primero el 
caso más sencillo cuando el espacio inicial E es normado. 


2. Espacio dual a un espacio normado. Para las funcionales 
lineales continuas, definidas sobre un espacio normado, hemos 
introducido el concepto de norma tomando 

=p LON 
lA sup ar 
Esta norma verifica todas las condiciones contenidas en la de- 
finición de un espacio normado. En efecto, 


1) 1IFI1>0 para cualquier funcional lineal no nula f; 


2) ef 4=101-114 lk 
3 + halm sup RERO! < sup BO y sup lhl 


wo ixi E 
=A I+- 


De esta forma, el espacio E*, dual a un espacio normado, puede 
ser provisto de una estructura natural de espacio normado. La 
topología en £*, correspondiente a la norma introducida, se llama 
topología fuerte en E*. Si es deseable subrayar que E* se consi- 
E ri un espacio normado, en lugar de E* escribiremos 

Ile. 

a lezcamos la siguiente propiedad importante del espacio 
dual a un espacio normado. 
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TEOREMA 1. El espacio dual (E*, ||-|]) es completo. 


DEMOSTRACION. Sea (f,) una sucesión fundamental de funcionales li- 
neales. Entonces, para cada e > Oexiste un N tal quel ff |< e 
para todo n, m>N. De aquí obtenemos para cualquier xE€ E 


Ma 011 n ni ee 


es decir, para cualquier x€ E la sucesión numérica {f,(x%)} con- 
verge. Pongamos 


H6)= limf, (o. 


Comprobemos que f representa una funcional lineal continua. 
Comprobemos primero Ja linealidad: 


Hox+09)= lim /,(0x+Py)= 
= lim [afn (9) + Bfn (9) = af (x) + BH. 
Escojamos ahora M de manera que ||f,—fasp||< 1 para todo 


ASM y todo p>>0. ENI las» ll < NFL para todo 
p=0. Por consiguiente, 


ln IS (+D 
Pasando al límite para p— œ, obtenemos 
lim [fas OOSA D lll 
es decir, la Madad į (x) es acotada. Demostremos ahora que la 
funcional f es el límite de la sucesión Eu Eo Ene f, Sea 
e>0. Escojamos n tan grande que Mas p< 3 Para todo 


p=0. Por definición de la norma existe un elemento x,, , tal 
que 


Un (en, )—F (n, a) l 
a a ES 


1 


EA Xn; 
Entonces, lr) el 


Pero el primer sumando del miembro derecho tiende a cero 
para p— œ. Por consiguiente, para todo p suficientemente grande 
se cumplirá la desigualdad 


larp FN < e- 


El teorema queda demostrado. 


r 
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Subrayemos una vez más que este teorema es 
dientemente de si es completo o no el espacio i 
Observación. Si el espacio normado E no es completo y È es su 
completación, los espacios E* y (E)* son isomorfos. En efecto, po- 
demos aceptar que E está sumergido en Ē como un subcon- 
junto siempre denso; por eso, toda funcional f € E* lineal continua 
sobre E tiene la única prolongación por continuidad f de E a 
todo el E. Está claro que FE(E)", que (1 FII=I1fII y que toda 
funcional de (£)* es una prolongación de alguna funcional de E* 
(a saber, de su restricción sobre E). Por consiguiente, la a plica- 
ción [-— representa una aplicación isomórfica del espacio E* a 
todo el espacio (E)*. 

3”, Ejemplos de espacios duales. 1. Sea E el espacio lineal de 
n dimensiones (real o complejo). Escojamos en Æ una base 
ei» ».., € entonces, todo vector x€ E se representa de manera 


x£; Si fes una funcional lineal sobre E, 


ido indepen- 
al. 


única en la forma x 
está claro que 


To= Y eds (1 
por consiguiente, una funcional lineal se determina univocamente 
por los valores que toma en los vectores de la base ep ...» en 


con la particularidad de que estos valores pueden escogerse arbi- 
Tenamente, (Definamos las funcionales lineales fi, 
mando 


K3 1, cuando i= j, 
ÍNed=A 0, cuando i+ j. 
Es evidente que estas funcionalesíson linealmente-independientes. 


Está claro que 
E 0)=x; 


por eso, lla fórmula (1) se puedeTescribirTen'laTforma 
AS 
Por consiguiente, las funcionales f,, ..., fa forman una base en 


el espacio E*, es decir, E* es un espacio lineal de n dimensio- 
nes. La base fı ..., fa de E* se llama dual respecto a la base 
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., €, de E. Diferentes normas en el espacio E inducen 
as normas en E*. Señalemos qe ejemplos de pares de 
normas correspondientes en E y en E*; en las fórmulas ON e): 
(0) y (d) žu -.. Xa Son las edordenadas del vector x€ 

base er us en mientras que f’, f” son las Soocdnadas de 
la funcional fE E* en la base dual fy, ..., fae 


lx (Sua. in-(Sry. 
L 
(Er). (Ei): Let 


A N= Š i 


O pxl- llo U= g 17 


1<i<n 


2. Consideremos el espacio c, de las sucesiones x= (X;, 
convergentes a cero con la norma ||x||=sup]x„| y dem: 


jue el espacio (cs, || y) dual a r es isomorfo al espacio l, de o 
las las sucesiones absolutamente umables f= (fıs ..., fns +.) 00 


la norma |f|= tl Guias sucesión f € 1, define en el es- 
pacio c, una funcional lineal acotada f mediante la fórmula 


1-3, LR (2) 


os 


está claro que |} IATA de manera que 1/1 < WI 
Consideremos en ca los vectores 
e =(1, 0, 


T=). 


x 
y pongamos mm Y Pre, (si fi 
F 
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Entonces, x™ Eca |xW]<1 y 
E E S 
10) = È girt e= Eh 
de manera que lim, F(x)= 3) |f, |=] F} Por consiguiente, [7> 


Fau ||; comparando esto con la desigualdad de sentido opuesto, 
Gblenida anteriormente, llegamos a la conclusión de que 
IIFII=11fIl. Hemos construido, de esta forma, una aplicación 
lineal isométrica f— f del espacio 1, en el espacio cê; queda 
por comprobar que la imagen del espacio 1, mediante esta 
aplicación coincide con todo el c}, es decir, que toda funcional 


F€cz se puede representar en la forma (2), donde f= {fa} € l- 
Para todo x= (x,) € cs, tenemos 3 xa. la serie que figura 
en el „miembro derecho converge en c, al elemento x, ya que 
$ nen = um, ]xa]=0 para N— oo. Como la funcional 
á > 


x 


Fes es continua, tenemos F (x)= 70: por eso, es sulici- 


à Pap 
ente comprobar que 2 IF te,) |< co. Tomando x = Y, | en 


y observando que x™ Ece |x|] < 1, tenemos 


sE ea 
Eiet TEAT e= e<, 


de donde, debido a la arbitrariedad de N, sacamos la conclusión 


de que PAL (e,)] < œ. 

3. No es difícil demostrar que el espacio iy dual al espacio 1, 
es isomorío al espacio m compuesto por todas las sucesiones aco- 
tadas x= (x,) con la norma ||xl = sup |x, l- 

» 

4. Sean p>1 y l, el espacio de todas las sucesiones x= {xn} 

tales que 


ixl=( Šis) <o; 
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se puede demostrar que el espacio [5 dual a él es isomorío al 
espacio Ly, + 1. La forma general de una funcional lineal 
continua sobre l, es: 


169 = Š hats lab Elp P= (fa) Elo 


La demostración se basa en la desigualdad de Hólder. 
Pongamos en claro la estructura del espacio dual al de Hilbert. 


Teorema 2. Sea H un espacio real de Hilbert. Para toda funcional 
lineal f continua sobre H existe el único elemento x, € H tal que 
H)=(% n) EH 6) 

además, resulta que fl =IIxo)]. Viceversa, si x,€ H, la fór- 


mula (3) define una funcional lineal continua f tal que || Me 
== ||x, ||. Por consiguiente, los espacios H* y H son isomorfos. 


pemostracion. Es evidente que la fórmula (3) define para todo 
x €H una funcional lineal sobre H. Como |f(x)]=](x, xo) |< 
<i!|*I)-I[ xo), esta funcional es continua y como f (x)= || Xo l, 
tenemos además ||/ |= ||xo||. Comprobemos que toda funcional 
lineal continua f sobre H se puede representar en la forma (3). 
Si f=0, tomamos x,=0. Sea ahora f #0 y sea He = {x:f (x) = 0} 
el subespacio nulo de la funcional f; como f es continua, He es 
un subespacio lineal cerrado de H. Ene) punto 6 del $ 1 del 
cap. 11 ha sido demostrado que la codimensión del subespacio 
de ceros de cualquier funcional lineal es igual a 1. Por eso y 
tomando en consideración el corolario 3 del teorema 7 del $ 4 
del cap. III, llegamos a la conclusión de que el complemento 
ortogonal Hè del espacio H, es unidimensional, esto es, existe 
un elemento y, (no nulo) ortogonal a H, y tal que todo vector 
x€H se puede representar de manera única en la forma x=y+ 
FAyn donde y € Hs, Podemos aceptar, evidentemente, que || yo |=1; 
pongamos xa =} (Ya) Ys Entonces, para cualquier x€ H tenemos 


x=Y+ Mo YE Ho 
F) = H (Yo). 
(Es =A Uo xo) =M NY Ya) =A (Yo): 
De manera que f(x)=(%, xp) para todo xEH. Si f(x)=(%, xo), 
xEH, tenemos (x, xy—x;) 0, de donde, tomando x=X,— X, 
encontramos que xa—xj. El teorema queda demostrado. 
Observaciones. 1. Sea £ un espacio euclideo no completo 


y sea H el espacio de Hilbert que representa su completación. 
Como los espacios E* y H* son isomoríos (véase la observación 
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de la pág. 196) y H* es isomorlo a H, es válida la siguiente 
proposición: el espacio E* dual a un espacio euclideo no completo 
E es isomorfo a la completación H del espacio E. 

2. El teorema 2 es válido también para un espacio de 
Hilbert complejo (la demostración es la misma, solamente hay 
que sustituir xo=f (Yo) yo POr xo =F.) Yo). La única diferencia 
entre el caso complejo y real consiste en que, en el caso com- 
plejo, la aplicación del espacio H en el espacio H*, que pone 
en correspondencia al elemento x, € H la funcional f (x) = (x, xo), 
es un isomorfismo lineal conjugado, esto es, pone en corres- 
pondencia al elemento Ax, la funcional Ff. 


4%. Estructura del espacio dual a un espacio normado nu- 
merable, Sea E un espacio normado numerable con las normas 


lll lll <-> «<< lla <> + EE. 


De lo demostrado en el punto 5 del $ 1 se deduce que el es- 
pacio E*, dual a E, se representa en forma de la unión 


E=U E; 
nar 

de una cadena creciente Erc Ejc...cE;=... de espacios nor- 
mados Es (en otras palabras, Æ es el conjunto de todas las 
funcionales lineales sobre £ continuas respecto a la norma ||-llẹ)- 
De esta forma, si se conocen los espacios Ez, se conoce también 
el espacio E* (en el sentido de que se conocen los elementos 
que lo componen y las operaciones lineales en él). En cuanto a 
la topología de E*, ésta se puede introducir de diferentes modos; 
algunos de ellos serán examinados en lo sucesivo. Señalemos 
además que con frecuencia resulta cómodo considerar el espacio 
E; como el dual a la ción del espacio E respecto a la 
norma |j-lla; esto es posible en virtud de la observación que 
hemos hecho después de la demostración del teorema 1. 

Ejemplo. Sea D un espacio real de Hilbert numerable com- 
puesto por todas las sucesiones x= (x,) tales que 

1 


mt (3 ms) Zoo, R=1, LD si 
a 
los productos escalares en ® vienen dados por 

(4 =D k=l, 2, --- 


El espacio ® con el producto escalar (-, ») es un espacio eu- 
clídeo; sea ©, su completación. Es fácil ver que D, se puede 
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identificar con el espacio de Hilbert de todas las sucesiones 
x= [x,) tales que Ilzi, <œ. De acuerdo con el teorema 2, el 
espacio Dj, dual al espacio Dj, es isomorío al espacio Dj; este 
isomorfismo consiste en que a cada funcional lineal continua f €O} 
se pone en correspondencia una sucesión F= {fa} tal que 

1 


i= (3 


o=, M= d fm x= (xa) € Op 
y, Viceversa, cada sucesión de este tipo determina un elemento 
de Oj. Definamos ahora la funcional fE€®} no mediante la 
sucesión {f„} sino a partir de la sucesión [g,), donde g, =n*f,. 
Entonces, 


TA J< 5 


10= Š se y um (3 a). 


Por consiguiente, (Dj se puede identificar con el espacio de 
Hilbert de las sucesiones (£,), que verifican la condición 


5 ng <o, 


y con el producto escalar 


g”, go) = z ngp ga. 


Como 0*=[] Oz, ®* es el espacio de todas las sucesiones 
rar 


{gn} que satisfacen la condición: existe un número entero posi- 
tivo k tal que 


2 ag <o. 
A 


Además, cada una de estas funcionales toma en el elemento 


x= (x,) € 0 un valor determinado igual a 2) x,g,. Es decir, si 


el espacio D es la intersección de una cadena decreciente de 
espacios de Hilbert 


D= ND, D,30,5...DM.5..., 
el espacio @* es la unión de una cadena creciente de espacios 
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de Hilbert 
O= UD; DiO¡C...cOjC... 


Conviene introducir la denotación Dj-=0_¿. Si además denota- 
mos 1, mediante D,, obtenemos la siguiente cadena infinita en 
ambos sentidos de espacios de Hilbert 


50, =...CO,C0,CO.,C...CD_y E... 
donde d¿=0., para cada k=0, +1, +2... 


5. Topología en el espacio dual. Siendo £ un espacio nor- 
mado, hemos definido una vecindad del cero en £* como el 
conjunto de funcionales que verifican la condición 


ifi < e. 


En otras palabras, se toma por sistema de vecindades del cero 
en el espacio E", dual a un espacio normado, el conjunto de 
funcionales tales que |f (x)| < e, cuando x recorre la bola unita- 
ria Ixli< 1 del espacio E. En el caso en que E no es un espa- 
cio normado, sino un espacio topológico lineal, es natural, para 
definir la topología en E*, considerar en E en lugar de una 
bola unitaria un conjunto arbitrario acotado A y definir una 
vecindad del cero en £* como el conjunto de funcionales linea- 
Jes que verifican la condición 


IF| <e para todos los x€A. 


De esta forma en E* queda determinado el conjunto de vecin- 
dades del cero, cada una de las cuales se define mediante un 
número positivo e y un conjunto acotado ACE. No vamos a 
comprobar aquí, aunque no es difícil de hacerlo, que el sis- 
tema de vecindades, definido de esta manera, satisface efectiva- 
mente las condiciones que debe verificar un sistema de conjuntos 
para que pueda ser tomado por un sistema determinante de 
vecindades del cero en un espacio topológico lineal. 

Está claro que si el espacio E es normado, la topología de 
E*, que acabamos de describir, coincide con la que se define 
en' E* mediante la norma. La topología descrita del espacio, 
dual a un espacio topológico lineal (a un espacio normado, en 
particular), se llamará topología fuerte en E* (a diferencia de la 
topología débil de E* de la cual hablaremos en el $ 3). 

Subrayemos que la topología fuerte del espacio E* es necesaria- 
mente separable y localmente convexa (independientemente de la 
topología que tiene £). En efecto, si fe€E* y f,2+0, existe un 


elemento x,€£ tal que f.(x))==0, pongamos e= |foto) l y 
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A= {x}; entonces, está claro que [€ Ur, a, es decir, que E* es 
separable. Para demostrar la convexidad local de la topología 
fuerte de E*, es suficiente observar que para cualquier e >Ô y 
cualquier conjunto acotado ASE la vecindad U.,A es un con- 
junto convexo en E*. Denotaremos la topología fuerte de E* 
mediante el símbolo b; si es preciso señalar que E* se consi- 
dera con la topología fuerte, escribiremos a veces (E*, b) (en 
lugar de E*). 


6°. Segundo espacio dual. Puesto que las funcionales lineales 
continuas sobre un espacio topológico lineal E forman por sí 
mismas un espacio topológico lineal (el espacio (£*, b) dual 
a E), se puede hablar del espacio £** de funcionales lineales 
continuas sobre E*, es decir, del segundo espacio dual a E, etc. 

Señalemos que todo elemento x, de E define en E* una 
funcional lineal. En electo, tomemos 


Va, =F (xo), (4) 
donde x, es un elemento fijo de E, mientras que f recorre 
todo el £*. La igualdad (4) pone en correspondencia a cada f un 
número vu, (/), esto es, define una funcional sobre £*, Como 
además 


Ye (2h) = a fa (E) -t B fa (Eo) =P, (4) + Bi a, (Fado 


esta funcional es lineal. 

Es más, toda funcional de este tipo es continua sobre E*. 
En efecto, sea e >Ó0 y sea A un conjunto acotado de E que 
contiene x,- Consideremos en £* la vecindad U (e, A) del cero. 
De acuerdo con la definición de U (e, A), tenemos 


Im l= idle para FEU (e, A) 


Pero esto significa que la funcional wz, es continua en el punto O 
y. por consiguiente, en todo el espacio Ê*. 

Hemos obtenido de esta forma una aplicación de todo el 
espacio £ en un subconjunto del espacio E**. Esta aplicación 
es, evidentemente, lineal. Si sobre E existe un número suficien- 
temente grande de funcionales lineales (por ejemplo, si £ es 
normado o localmente convexo y separable), esta aplicación 
resulta biunivoca, ya que para cualesquiera dos diferentes x’, 
WEE existe una funcional [€ E* tal que f(x) +f (x°), es decir, 
We y be son diferentes funcionales sobre E*. Esta aplicación 
de È en E** se llama aplicación natural del espacio E en el 
segundo espacio dual. Denotémosla con x. Si n (E) = E**, el espacio E 
(separable y localmente convexo) se llama semirreflexivo. En el 
espacio E** (considerado como dual a (E*, 6)) se puede intro- 
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ducir la topología fuerte que denotaremos con b*; esta topología in- 
duce en el espacio E la topología a"! (b*) (tal que un conjunto 
QCE se considera abierto si su imagen 11(Q) es la intersección 
de x(E) con un subconjunto abierto del espacio (£**, 6*)). Se 
puede demostrar que la topología a~ (6*) es no más débil que 
la topología inicial del espacio E (es decir, que todo conjunto 
abierto en esta topología inicial es también abierto en la topo- 
logía n- (6*)); esto significa que la aplicación x=", que trans- 
forma 1 (E) en E, es continua. Siendo el espacio E semirreflexivo 
y la aplicación a: E—E** continua, se dice que £ es un espacio 
reflexivo, De lo expuesto se deduce: si E es reflexivo, la aplica- 
ción natural :E—.E** representa un isomorfismo entre los 
espacios topológicos lineales E y E**=(E**, b") (es decir, es 
biunivoca y bicontinua). 

Puesto que podemos ahora considerar todo elemento de E 
también como un elemento del espacio E**, conviene para los 
valores de Ja funcional lineal f€E* emplear, en lugar de la 
denotación f(x), una denotación más simétrica 


t=, x). 6) 


Siendo fijo f€ E*, podemos considerar (f, x) como una funcio- 
nal sobre E, y siendo fijo x, como una funcional sobre E* (y 
en este caso x aparece ya como un elemento de £**). 

Si E es un espacio normado (y, por consiguiente, son también 
normados los espacios E*, E**, etc.), la aplicación natural del 
espacio E en E** es una isometria. 

En efecto, sea x un elemento de E. Designemos mediante 
lix su norma en £ y mediante [ixil, la norma de su imagen 
en E**. Demostremos que [|x]|=/||xIl,, Sea f un elemento arbi- 
trario de E*. Entonces, 

21 


10 DI<SII-I es decir, ixi > LA, 


y, puesto que el miembro izquierdo de la última desigualdad 
no depende de f, 


txt >sup e a. 


Por otro lado, según el teorema de Hahn—Banach, para todo 
xo € E existe una funcional lineal f, tal que 


[or xo) [= Foll- ixati (6) 


(para construir esta funcional es suficiente tomar fẹ(x)=a para 
los elementos de tipo x=ax, y extender después esta funcional, 
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conservando su norma, a todo el £). De (6) se desprende que 


TEN 
Woll = sup Li > Nell, 


es decir, |lxll = |ixll+ que es lo que queríamos demostrar, Por 
consiguiente, el espacio normado E es isométrico a la variedad 
lineal (en general, no cerrada) (E) de E**; identificando E con 
(E), podemos aceptar que ECE**. 

Puesto que para los espacios normados la aplicación natural 
n E** es isométrica, resulta que los conceptos de semirre- 
ol y reflexividad coinciden en el caso de espacios nor- 
mados. 

Como el espacio, dual a un espacio normado, es compléto, 
todo espacio normado reflexivo Æ es completo. 

Los espacios euclídeos de dimensión finita y el espacio de 
Hilbert representan los ejemplos más sencillos de espacios refle- 
xivos (para ellos se tiene incluso que E= £*). 

El espacio c, de sucesiones convergentes a cero ofrece un 
ejemplo de un espacio no reflexivo completo. En efecto, como 
hemos demostrado anteriormente (ejemplo 2 del $ 2), el espacio 
dual a c, es el espacio i, de todas las series numéricas absoluta- 
mente convergentes y el dual de este último coincide con el 
espacio m de todas las sucesiones acotadas. 

El espacio Cya, sy de funciones continuas sobre un segmento 
a, b] es también no reflexivo. Sin embargo, no daremos aquí 
la demostración de esta proposición ". 

Como ejemplo de un espacio reflexivo, que no coincide con 
su dual, puede servir el espacio l, para 1 < p 7+ 2 (puesto que (5 = lg 


donde L-+1=1, tenemos l5*=1%=1,). 


EJERCICIO. Demuéstrese que un subespacio cerrado de un espacio reflexivo 
es también reflexivo. 
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1°. Topología débil en un espacio topológico lineal. Conside- 
remos un espacio topológico lineal Æ y el conjunto de todas las 
funcionales continuas sobre él. Si fi, ..., fa es un sistema finito 
arbitrario de estas funcionales y e es un número positivo, el 


conjunto 
whl <e 


V Se puede demostrar incluso una proposición más fuerte: no existe 
ningún espacio normado para el cual C(,, yy Sea el espacio dual. 


A (1) 
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es abierto en E y contiene el punto O, esto es, representa una 
vecindad del cero. La intersección de dos vecindad Ys de este 
tipo siempre contiene un conjunto de tipo (1) y, por consiguiente, 
en E se puede introducir una topología para la cual la totalidad 
de los conjuntos de tipo (1) constituirá el sistema determinante 
de vecindades del cero. Ella se denomina topología débil del 
espacio E. En otras palabras, la topología débil en E es la 
topología más débil de este espacio lineal respecto a la cual son 
continuas todas las funcionales lineales que son continuas res- 
pecto a la topología inicial de este espacio. 

Está claro que to% conjunto de E abierto en el sentido de 
la Epolojós débil es también abierto en la topología inicial del 
espacio E, pero la recíproca no es, en general, válida (los con- 
juntos de tipo (1) no forman necesariamente un sistema deter- 
minante de vecindades dei cero en la topología inicial). De 
acuerdo con la terminología, aceptada en el $ 5 del cap. H, 
esto significa que la topología débil del espacio £ es más débil 
que la topología inicial. Esto justifica su denominación. 

Si en E existe un número suficientemente grande de funcio- 
nales lineales continuas (por ejemplo, si E es normado), la topo- 
logía débil de E verifica el axioma de separabilidad de Haus- 
dorff. Es fácil comprobar asimismo que las operaciones de 
adición y multiplicación por números, definidas en E, son con- 
tinuas respecto a la topología débil de este espacio. 


2”. Convergencia débil. Incluso en el caso de espacios norma- 
dos, la topología débil de Æ puede no satisfacer el primer 
axioma de numerabilidad. Por consiguiente, esta topología no 
puede describirse, en general, en términos de sucesiones conver- 
gentes. No obstante, la convergencia en E determinada por esta 
topología representa un concepto importante. Se llama convergen» 
cia débil. A diferencia de ésta, la convergencia definida por la 
topología inicial del espacio £ (por la norma, si E es normado) 
se llama convergencia fuerte. 

Es obvio que el concepto de convergencia débil se puede 
enunciar de la siguiente manera: la sucesión (x,| de elementos 
de E se llama débilmente convergente a x,€ E, cuando para 
cualquier funcional p(x) lineal continua sobre E la sucesión 
numérica (q (x,)) converge a p(x,). En efecto, admitiendo, para 
simplificar, que x,=0, supongamos que p(x,)—0 para toda 
€E*. Entonces, cualquiera que sea la vecindad débil 

U=(rlp/()l<e, i=1,2, ..., k} 
del punto 0, existe un N tal que x,€U para todo n>N (para 
ello es suficiente escoger N; de manera que |9,(x,)| <2, cuando 
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n>N, y tomar después N=max N;). Viceversa, si para cada 
vecindad U del cero existe un N tal que x,€U para todo 
n>N, la condición p(x,) —0 para n— o se cumple, eviden- 
temente, para cada funcional fija ọ € E*. 

Consideremos más detalladamente el concepto de convergencia 
débil en el caso de espacios normados. 


TEOREMA 1. Si (x,) es una sucesión débilmente convergente en un 
espacio normado, existe una constante C tal que 


lx Il <C. 


En otras palabras, toda sucesión débilmente convergente de un 
espacio normado es acotada. 


DEMOSTRACION. Siendo la sucesión {x„} no acotada, cualquiera que 


sea la bola cerrada S [fe e] = {f:|| f — fa I| <e) de E, el conjunto 
numérico 
46 xo 


donde n==1, 2, ... y f recorre esta bola, no es acotado. En 
efecto, si la sucesión {x„} es acotada sobre la bola S [fe e) es 
también acotada sobre la bola S(0, de jelgisa, ya que 
siendo gES[0, e], tenemos f,+g€S[Í» e] y (g x)= 
= (fo +8, X,)— (fo xp) y los números (fa, x,) Son acotados de- 
bido a la convergencia débil de la sucesión [x,). Pero si 
(2, *.) 1<C para todo g€S [0, el, tenemos, debido a que la 
aplicación natural de Æ en E* es isométrica, 


lalat. 


esto es, las normas || x„|| están acotadas en su conjunto. Por con- 
siguiente, si la sucesión (x,) es no acotada, tampoco será acotada 
sobre cualquier bola de £*. Tomemos una bola B,CE*. Existen 
un número n, y un elemento f€B, tales que |(f, x„)|> 1. 
Puesto que (f, x) depende continuamente de f, la desigualdad 
|f, x,)]'> 1 se verificará para todos los f pertenecientes a una bola 
cerrada B,CB,. Razonando de la misma manera, encontraremos 
en B, una bola cerrada B, y un número n, tales que para todo 
FEB, se cumple la desigualdad |(f, x,,)| >2, etc.; en general, 
para cada k encontraremos un número nę y una bola B¿=B4-, 
tales que 


Ilf, xa,)1>R para FE By. 
Se puede admitir, además, que los radios de las bolas B, tienden 
a cero cuando k— oo. Puesto que el espacio E* es completo, 
existe un elemento f perteneciente a todas las bolas B, (¡principio 
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de bolas encajadas!). Pero en tal caso 
IË, xm) >k 


para todo k y esto contradice a la convergencia débil de` la 
sucesión (x,). 

Observación. Al demostrar que la sucesión {x„} es acotada res- 
pecto a la norma nos hemos valido solamente de que la sucesión 
numérica (f, x,) es acotada para todo f € £*. Por eso, si la suce- 
sión (x,) de E es tal que la sucesión numérica (f, x,) es acotada 
para toda F€ E”, existe una constante C tal que [|x, 1] <C. Este 
resultado admite la siguiente generalización: todo subconjunto 
débilmente acotado (esto es, acotado en la topología débil) Q de 
un espacio normado E es fuertemente acotado (es decir, está con- 
tenido en una bola). En efecto, supongamos que existe una suce- 
sión (x,)=0Q tal que || x, || — oo (1— 00). Como Q es débilmente 
acotado, el conjunto (x,) también es débilmente acotado, es decir, 
es absorbido por cualquier vecindad débil del cero; en particular, 
para cualquier f € E* existe un N tal que (x,)=N (x:1(f, x)1<1) 
de donde se sigue que |(f, x,)] < N para todo n. Pero esto, de 
acuerdo con la observación hecha anteriormente, contradice a que 
llxall— oo. Si tenemos en cuenta que la acotación débil de un 
conjunto Q significa que cualquier funcional lineal continua sobre 
él es acotada, llegamos al siguiente resultado importante: para 
que un subconjunto Q de un espacio normado sea acotado es nece- 
sario y suficiente que cualquier funcional f € E* sea acotada sobre Q. 

El teorema que sigue permite frecuentemente determinar la 
convergencia débil de una u otra sucesión. 


TEOREMA 2. La sucesión ja de elementos de un espacio normado E 
converge débilmente al eleménto x€ E, si 

1) Jall están acotadas en su conjunto por una constante M; 

2) f(x) — f(x) para toda FEA, donde A es un conjunto 

cuya cápsula lineal es siempre densa en E". 


DEMOSTRACION. Se desprende de las condiciones del teorema y de 
la definición de una funcional lineal que si p es una combinación 
lineal de elementos de A, entonces, 

e) — e). 


Sea ahora q un elemento arbitrario de E y sea (qa) una sucesión de 
combinaciones lineales de elementos de A convergente a q. Demos- 
tremos que q (x,)— p(x). Sea M tal que 


IalS<M (a=1, 2, ...) y xl <M. 
Estimemos la diferencia |p (x,)]— 4 (x). Como q. para 
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cualquier e >0 existe un K tal que [|p—q,l] <€ para todos 
los k> K. Por eso, 
(9) —P001< 10 (e) — Pa n) 14 
+1 a (en) — 0 (2) +1 94 (0 — 0 (x) | <eM+H 
HEM +| pr (e) — qa (0) 1- 
Pero, Pa (x,) — Pa (x) para n — o, por hipótesis. Luego, p(x,)— 
—q (0) —0, cuando n— oo, para cualquier p € E*. 

Ejemplos. Veamos el sentido que tiene el concepto de con- 
vergencia débil en algunos espacios concretos. 

1. En el espacio euclideo de dimensión finita R” la convergencia 
débil coincide con la fuerte. En efecto, sea e, ..., €, una base 
ortonormal de R” y sea (x,) una sucesión de R” convergente 
débilmente al elemento x. Entonces, 

(po e) == (x €) 121,2... 


es decir, las primeras coordenadas de los vectores x, tienden a la 
primera coordenada del vector límite x, sus segundas coordenadas 
convergen a la segunda coordenada del vector x, etc. Pero 
entonces, 6 


Pl a) = (3 e sr) o, 


es decir, (x,) converge fuertemente a x. Puesto que la conver- 
gencia fuerte implica la débil, queda demostrada la equivalencia 
en R" de estas convergencias. 

2. Convergencia débil en l, Para que la sucesión acotada 
{x™} converja débilmente a x, es suficiente que se cumplan las 
condiciones 


un, e)=x 4 — x= (x, €), 


rd... 
donde 


e =(1, 0,0, ...), €=(0, 1,0, ...), ... 


En efecto, las combinaciones lineales de los elementos e; son 
siempre densas en el espacio l, (que coincide, como hemos visto, 
con su, dual). Por eso nuestra proposición se desprende del teo- 
rema 2. 

Por consiguiente, la convergencia débil de una sucesión aco- 
tada (xW0) de l, significa que la sucesión numérica de las coor- 
denadas xí de estos vectores converge para cada k=], 2, ... 
No es difícil ver que la convergencia débil de l, no coincide 
con la fuerte. En efecto, demostremos que la sucesión e, €» .--, 
ém --- converge débilmente al O en l, Toda funcional lineal 
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Fen 1, puede ser representada como el producto escalar } (x) = (x, a) 
del vector xEl, por un vector fijo a=(4, a, ...). Por eso, 


Fea) = am 
y como a,—0 para n— œ cualquiera que sea a€ l, obtenemos 
limf (e) =0 


para cada funcional lineal en f. 
Al mismo tiempo, la sucesión (e,) no converge, en el sentido 
fuerte, a ningún limite. 


EJERCICIOS. 1, Supongamos que la sucesión {x„} de elementos de ua 
espacio de Hilbert A converge débilmente al elemento xE/ de manera qu 
IV:tn I — Ilx || para n— œ. Demuéstrese que en este casó la sucesión DAN] 
converge fuertemente a x, es decir [|xp—x || — 0. 

1. Demuéstrese que la proposición del ejercicio 1 sigue siendo válida 
si se sustituye la condición [lx [| — [|x| por la condición [xp [|< [(xIl 
para todo n o por la condición lim || xa l| <N ll- 

3, Sea JI un espacio (separable) de Hilbert y sea O un subconjunto 
suyo acotado, Entonces, la topología en Q inducida por la topología débil 
del espacio Él se puede definir mediante una métrica, 

4. Demuéstrese que todo subconjunto cerrado convexo de un espacio de 
Hilbert es cerrado respecto a la topología, débil (en particular, todo subes. 
pacio líneal cerrado de un espacio de Hilbert es débilmente cerrado). Dése 
un ejemplo de un conjunto cerrado de un espacio de Hilbert que no sea dé- 
bilmente cerrado, 


3. Convergencia débil en el espacio Cja, ») de funciones continuas. 
Sea (x, (1) una sucesión acotada de funciones de Ca, sy conver- 
gente débilmente a la función x (t). Entre las funcionales definidas 
sobre Cra, sy se encuentran, en particular, las funcionales ô, cada 
una de las cuales representa el valor de la función en un punto 
fijo 1, (véase el ejemplo 4 del punto 3 del $ 1). Para cada una 
de estas funcionales 6,, la condición 

rän (1) — 81:10) 
significa que 
An (to) — x (to). 
Por consiguiente, si la sucesión {x, (£)) converge débilmente, ella 

1) es equiacolada, esto es, |x, ({)| <C para todo n=1, 2, ... 
y cualquier a< i <b: 

2) converge en cada punto. 

Se puede demostrar que el conjunto de estas dos condiciones 
no es sólo necesario sino también suficiente para la convergencia 
débil de la sucesión [x, (1)) en Cra, sj- 

Está claro que esta convergencia no coincide con la conver- 
gencia respecto a la norma de Cta, a €s decir, con la convergen- 
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cia uniforme de las funciones continuas. (Dése un ejemplo co- 
rrespondiente.) 


3°. Topología débil y convergencia débil en el espacio dual. 
En el punto 4 del parágrafo anterior hemos introducido en el 
espacio dual E* la topología que hemos llamado fuerte y que se 
define de la siguiente manera: como sistema de vecindades del 
cero se toma la totalidad de los conjuntos de tipo 

WIFE, x€ 4), 

donde A es un conjunto acotado cualquiera de E y e es un nú- 
mero positivo arbitrario. Si ahora consideramos en lugar de 
conjuntos acotados todos los subconjuntos finitos AGE, ob- 
tendremos la así llamada topología débil en el espacio dual E. 
Como todo conjunto finito AE es acotado (pero no viceversa, 
en general), está claro que la topología débil del espacio Et es 
más débil que la topología fuerte de este espacio. En general, 
estas dos topologías no coinciden. 

La topología débil, introducida en E”, define en este espacio 
una convergencia que se llama convergencia débil de funcionales. 
La convergencia débil de funcionales lineales representa un con- 
cepto importante que desempeña un papel esencial en diversas 
cuestiones del Análisis Funcional, en particular en la teoría de 
las así llamadas funciones generalizadas, de las cuales hablaremos 
en el parágrafo siguiente. 

La convergencia débil de la sucesión {p„} de funcionales linea- 
les significa, evidentemente, la convergencia de esta sucesión en 
todo elemento fijo de E. En otras palabras, la sucesión (q) se 
llama débilmente convergente a p € E”, cuando para cada xE E 
se cumple la relación 

Fal) =P (0. 

Sea E (y, por consiguiente, £*) un espacio de Banach, Tiene 
lugar el siguiente teorema análogo al teorema 1 
TEOREMA 19. Si [f,) es una sucesión débilmente convergente de fun- 


cionales lineales sobre un espacio de Banach, existe un número 
constante C tal que 


If1<C, n=1, 2, ... 
En otras palabras, toda sucesion débilmente convergente de ele- 


mentos del espacio, dual a un espacio de Banach, es acotada 
respecto a la norma. 

La demostración de este teorema no difiere en nada de la 
demostracion del teorema 1- 

El siguiente teorema es completamente análogo al teorema 2. 
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teorema 29. Una sucesión de funcionales lineales (p,) de E* con- 
verge débilmente a pE E”, cuando 
1) esta sucesión es acotada, esto es 


Il <C, n=l, 2 ...5 


2) la relación (pa, x) —(p, x) se cumple para todos los x, per- 
tenecientes a un conjunto tal que las combinaciones lineales de 
sus elementos son siempre densas en E. 


La demostración es la misma que para el teorema 2. 
Veamos un ejemplo. Sea E el espacio Cre, s} de funciones 
continuas y sea Y 


90) =x(0), 
es decir, sea q la -función (véase el $ 1, ejemplo 4). Sea, ade- 


más, (9, (t)) una sucesión de funciones continuas que verifican 
las siguientes condiciones: 


1) ga ()=0 para Je) >L, 0, ()>0 para lK 
è 
2) | pa ()dt=1. 


Entonces, para cualquier función x(¢} continua sobre [a, b], te- 
nemos, empleando el teorema del valor medio, 


» x 
onto) x(at= $ pa (t)x (Ndi —x(0) para n— oo. 


à 1 


La expresión y 
| on (f) x (fdt 
3 


representa una funcional lineal sobre Cra, oy. De esta forma la 
S-función se puede representar como límite, en el sentido de 
convergencia débil de funcionales lineales sobre Cha, sy, de una 
sucesión de funciones «corrientes». 

Observación. El espacio E* de las funcionales lineales sobre 
un espacio E se puede considerar desde dos puntos de vista: 
como espacio dual al espacio inicial E o como espacio princi- 
pal E“, relacionando con él su espacio dual E*. De acuerdo 


D Consideramos que OE(a, b]. Se podría, claro está, tomar en lugar del 
punto £=0 otro punto cualquiera. 
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con esto, la topología débil puede introducirse en E" de dos 
modos: o bien como en el espacio de funcionales, definiendo las 
vecindades en E* mediante todos los sistemas finitos de elemen- 
tos de E, o bien como en el espacio principal mediante el espa- 
cio E*. En el caso de un espacio reflexivo esto, por supuesto, 
es lo mismo. En cambio, si £ no es reflexivo, éstas serán dos 
topologías diferentes en E”. Para evitar la confusión que puede 
surgir aquí, la topología débil definida en el espacio principal 
(esto es, la topología en E", definida mediante £") se llamará 
topología débil, mientras que la topología débil del espacio. de 
las funcionales (esto es, la topología en £*, definida mediante E) 
se llamará topología #-débil. Es evidente que la topologia «-débil 
en E” es más débil que la topología débil del espacio E” (es 
decir, la topología débil tiene no menos conjuntos abiertos que 
la topología »-débil). 


4%. Topología «-débil en conjuntos acotados. En diferentes 
aplicaciones del concepto de convergencia débil de funcionales 
lineales desempeña un pape! importante el siguiente teorema. 


Teorema 3. Si E es un espacio normado lineal separable, cualquier 
| sucesión acotada de funcionales lineales continuas sobre E contiene 
una subsucesión débilmente convergente. 


Demostracion. Escojamos en £ un conjunto numerable siempre 
denso (Xy Xas +.0» Xas +2»). Si fu] es una sucesión acotada 
(respecto a la norma) de funcionales lineales sobre E, la sucesión 
numérica 

Or (ah Pa). 01 Pa ah + 
es acotada. Por eso, se puede extraer de (p,) una subsucesión 


PP, oP, a P 


de manera que la sucesión numérica 
P) Pah e PP a 


converja. Asimismo se puede extraer de la subsucesión (q£") una 
subsucesión 


PP, oP a OP oo 
de manera que converja la sucesión 
PP (x), PP a -e OP (a) 
Continuando este proceso, obtendremos un sistema de sucesiones 
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(donde cada una es subsucesion de la anterior), tal que (q£") con- 
verge en los puntos Xp» Xas +++» Xy» Entonces, tomando la subsuce- 
lo 


sión «diagona! 


Gro 


a”, 


males lineales tal que 


obtendremos una sucesión de fun: 
OP ad, OP (Enh + 


converge para todos los n. Pero esto significa (en virtud del teo- 
rema 2*) que la sucesión p(x), 42'(x), ... converge también 
para todo x€ E. El teorema queda dem do. 

Este teorema, junto con el teorema 1", indica que en el espa- 
cio E, dual a un espacio separable de Banach, los subconjuntos 
acotados, y sólo ellos, son relativamente numerables compactos 
en la topología »-débil. Probemos que, de hecho, tiene lugar 
aquí la compacidad y no sólo la compacidad numerable. 

Demostremos, ante todo, el siguiente teorema. 


Teorema 4. La topología inducida en la bola cerrada unitaria S 
del espacio E*, dual a un espacio normado separable E, por la 
topología «débil de este espacio se puede definir mediante la 


métrica 

pb, = E2- — E, xa) h 
donde |x,) es un conjunto fijo numerable y siempre denso en la 
bola unilaria del espacio E. 


pemostracion. Está claro, que la función p(f, g) tiene todas las 
propiedades de la distancia; además, es invariante respecto a las 
traslaciones: 


p(+h g+h)=p(f 8). 
Por eso, basta comprobar que a) cualquier «bola» 
Qe = [fip (f, 0) < 8) 


contiene una intersección de S con alguna vecindad débil del 
cero en E* y que b) toda vecindad débil del cero en E* contiene 
una intersección de $ con alguna Qe- 


Escojamos M de manera que 2-W<-5 y consideremos la ve- 
cindad débil del cero 


V= Vr. (El <i k=1,2,..,N). 
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Entonces, si FESNV, tenemos 

x 2 
e (F 0) qa Ub xa) l +,9, 216 Xx) 1 < 


N a 

<fr Y 2<0, 
am Nes 
es decir, SNV<=Q.+ . Con esto queda demostrada la proposición a). 
Demostremos la proposición b). Sea 
U=Us, =4f: I, y)1<8, k=1,2...., m) 

una vecindad -débil del cero en E*. Podemos admitir que 

lull Sl, k=1,2,..., m; puesto que el conjunto (x,) es siempre 

denso en S, existen unos números ny, . .., a tales que || yx— Xn e 


<h,k=1,2,....m.Sea N= max (fh, -+ a) y sea e= 2704+98, 
Entonces, para FESN Qe de la desigualdad 


10 xl<e 
obtenemos que |(f, x,)] < 2"e; en particular, 
10, xm)|<2me <2ve=). 
Por consiguiente, para todo k=1,2,...,m tenemos 
Ca SIE, aad AIE tadl ÈH Nya — nll < 8- 


Es decir, Sc Q,cU. El teorema queda demostrado. Está claro, 
que este resultado se extiende automáticamente a cualquier bola y, 
por consiguiente, a cualquier subconjunto acotado M<EÉ”. 

Hemos demostrado (teorema 3) que de toda sucesión acotada 
de E* se puede extraer una subsucesion *-débilmente convergente. 
En otras palabras, en el espacio £”, dual a un espacio normado 
lineal separable y provisto de la topología «débil, todo subcon- 
junto acotado M es relativamente numerable compacto. Pero, de 
acuerdo con el último teorema, cada conjunto de este tipo es un 
espacio topológico metrizable y en el caso de espacios métricos 
la compacidad y la compacidad numerable coinciden. Por consi- 
guiente, obtenemos el siguiente resultado. 


teorima ar. Todo conjunto acotado M del espacio E*, dual a un 
espacio de Banach separable, es relativamente compacto en el 
sentido de la topología x-débil del espacio E”. 
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Si E es un espacio normado lineal separable, toda bola ce- 
rrada del espacio (E°, b) es cerrada en la topología -débil del 
espacio E”. 

Como una traslación en el espacio E* transforma toda colec- 
ción de conjuntos cerrados (en la topologia +-débil) en si misma, 
basta demostrar que en la topología «débil es cerrada toda bola 
de tipo S.=(f:I|fl|<cj. Sea FES,- Según la definición de la 
norma de una funcional, existe un vector x€ E tal que |x] =L, 


fal) =a >c. Entonces, el conjunto u=[R109>2H) esuna 


siguiente icorema. 


Teorema 5. Toda bola cerrada del espacio, dual a un espacio nor- 
| mado separable, es compacta en la topología «-débil. 


El teorema 3* representa un caso particular del siguiente resul- 
tado general: si E es un espacio topológico lineal localmente con~ 
vexo, todo subconfunto acotado de E* es relativamente compacto 
en el sentido de la topología «-débil. 

No daremos aquí la demostración de esta proposición general. 
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1%, Ampliación del concepto de función, En diferentes cuestio- 
nes del Análisis resulta necesario interpretar el término «función» 
con diferente grado de generalidad. A veces se consideran funcio- 
nes continuas, en otros casos es preciso suponer que se trata de 
funciones diferenciables una o varias veces, etc. Sin embargo, en 
muchos casos el concepto clásico de función resuita insuficiente, 
aun cuando sea interpretado en el sentido más general, esto es, 
como una regla cualquiera que a todo valor de x del campo de 
definición de esta función pone en correspondencia un número 
y= pos. He aquí dos ejemplos importantes. 

1) Es cómodo determinar la distribución de masas a lo largo 
de una recta mediante la densidad de esta distribución. Sin em- 
bargo, si la recta tiene puntos que llevan masas positivas, está 
claro que la densidad de esta distribución no se puede describir 
de antemano con ninguna función «corriente». 

2) Aplicando el aparato del Análisis Matemático a unos u otros 
problemas, tropezamos con situaciones, cuando no se pueden 
efectuar unas u otras operaciones del Análisis; por ejemplo, una 
función que no tenga derivada (en varios o incluso en todos los pun- 
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tos) no se puede derivar, si por derivada se entiende una función 
«corriente». Claro está que las dificultades de este orden se podrían 
evitar limitándose a considerar solamente funciones, digamos, 
analíticas. Sin embargo, tal restricción del conjunto de funciones 
admisibles no es, en muchos casos, deseable, 

Por suerte, resulta, sin embargo, que estas dificultades y otras 
semejantes pueden ser superadas con no menos éxito no restrin- 
giendo sino ampliando sustancialmente el concepto de función, 
introduciendo las así llamadas funciones generalizadas. Como 
base para introducir las definiciones correspondientes, nos ser- 
virá el concepto de espacio dual, considerado anteriormente. 

Subrayamos una vez más, que la introducción de funciones 
generalizadas se debió no al deseo de ampliar lo más posible 
los conceptos del Análisis sino a problemas absolutamente con- 
cretos. De hecho, en la Física estos conceptos se empleaban ya 
desde hace mucho tiempo, en todo caso antes de que atrajeron 
la atención seria de los matemáticos. Antes de pasar a las 
definiciones exactas, expongamos la idea principal. 

Sea f una función fija definida sobre la recta e integrable en 
cada intervalo finito y sea p una función continua que se anula 
fuera de un intervalo finito (tales funciones se llamarán en lo 
sucesivo terminales). A cada función «q de este tipo se puede 
poner en correspondencia mediante la función fija f el número 


(o)= | Hoptdr 0) 


(debido a la terminalidad de ẹ(x), la integral se toma, de hecho, 
respecto a un intervalo finito). En otras palabras, la función f 
se puede considerar como una funcional (lineal, debido a las 
propiedades principales de la integral) definida sobre un espacio 
de funciones terminales. Sin embargo, las funcionales de tipo (1) 
no son las únicas que se pueden definir en este espacio; por 
ejemplo, haciendo corresponder a cada función y su valor en el 
punto x=0, obtendremos una funcional lineal que no se puede 
representar en la forma (1). De manera que las funciones f (x) se 
incluyen de un modo natural, en un conjunto más amplio, el 
conjunto de todas las funcionales lineales sobre funciones termi- 
nales. 

El conjunto de funciones ẹ se puede escoger de diversas mane- 
ras; podrian tomarse, por ejemplo, todas las funciones terminales 
conjuntas. Sin embargo, como veremos más adelante, conviene 
sujetar las funciones admisibles p no sólo a las condiciones de 
continuidad terminalidad sino también a unas condiciones sufi- 
cientemente rígidas de diferenciabilidad. 
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2°. Espacio de funciones básicas. Pasemos ahora a las defini- 
ciones precisas. Consideremos sobre la recta el conjunto K de 
todas las funciones terminales ọ que tienen derivadas continuas 
de todos los órdenes". Las funciones, pertenecientes a K, cor 
tuyen un espacio lineal (con las operaciones habituales de adición 
de funciones y multiplicación de éstas por números). En este 
espacio no se puede introducir una norma que sea conveniente 
desde el punto de vista de Ja teoría que se expone a continua- 
ción; sin embargo, resulta natural definir en él del siguiente modo 
el concepto de convergencia. 

La sucesión (9,) de elementos de K se llama convergente a la 
función p€K, cuando: 1) existe un intervalo fuera del cual se 
anulan todas las q,,; 2) la sucesión {p} de derivadas de orden” k 
(k=1,2,...) converge uniformemente en este intervalo a p%. 

El espacio lineal K con la convergencia que hemos definido 
en él se llamará espacio básico y sus elementos, funciones básicas. 


No es difícil describir la topología de K que induce la convergencia 
definida en K. Esta topologia es generada por un sistema de vecindades del 
cero tal que cada vecindad se determina por un sistema finito Yo, .--+ Ya 
de funciones continuas positivas y consta de todas aquellas funciones de A 
que verifican para todo x las desigualdades 


15 (1 < 1%)...» 1O) | < Pa (2). 


Dejamos a cargo del lector la demostración de que esta topología genera 
efectivamente la convergencia en K descrita anteriormente. Señalemos, que 
en K existen también otras topologías que generan esta convergencia. 


EJERCICIO. Sea Km el subespacio del espacio K compuesto por todas las 
funciones PEK que son iguales a O fuera del segmento [— m, m]. En el 
espacio Km se puede definir una estructura de espacio normado 'numerable, 
si tomamos 


h= (e) |, n=0,1,2... 
Prha sue THAL m0. 1 
A 
Compruébese que la topología (convergencia de sucesiones, respectivamente) 
del espacio Km generada por este sistema de normas coincide con la topolo- 


gía (convergencia, respectivamente) inducida en K por la topologia (conver- 
ERE del espacio K descrita anteriormente. Está claro que Ka = Ks C 


CKn=-.. y que K= U Ka. Demuéstrese que un conjunto QC K es 


mar 
acotado respecto a la topología definida en K, cuando, y sólo cuando, existe 
un m tal que Q es un subconjunto acotado del espacio normado nume- 
rable Ka. Sea T una funcional lineal sobre el espacio K; demuéstrese que 


» El intervalo, fuera del cnal la función «p es igual a 0, puede ser 
diferente para distintas pEX. 
2) Por derivada de orden cero se comprende, como de costumbre, la 
función. 


propi 
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las cuatro siguientes condiciones son equivalentes: (a) la funcional T es 
continua respecto a la topología del espacio K; (b) la funcional T es aco- 
tada en todo conjunto acotado Q Œ K; (c) si PuÊK y Pa— 0 (en el caso 
de la convergencia de sucesiones definida en K), F (pa) — 0; (d) para todo m 
la restricción Ta de la funcional T al subespacio Km C K es una funcional 
continua sobre Ka. 


3", Funciones generalizadas. 
DEFINICION 1. Se llama función generalizada (definida en la recta 
—o0 <x<oo) a toda funcional lineal continua T (q) sobre el 
espacio básico K. La continuidad de la funcional se entiende aquí 
en el sentido de que T (P„)— T (q) cuando la sucesión q, con- 
verge a q en el espacio básico K. 

Observemos, ante todo, que toda función f (x) integrable en un 
intervalo finito cualquiera genera una función generalizada. En 
efecto, la expresión 


T= $ How (hdr B 
es una funcional lineal continua en K. Estas funciones generali- 
zadas se llamarán en lo sucesivo regulares, mientras que todas 
las demás, esto es, las que no pueden representarse en la forma (2), 
se llamarán singulares. 

i Indiquemos algunos ejemplos de funciones generalizadas singu- 
lares. 
1, «S-función»: 

T(9)=w(0). 

Ella es una funcional Jineal en X, es decir, de acuerdo a la ter- 
minología convenida más arriba, una función generalizada. Esta 
funcional se representa generalmente en la forma 


$ 569 90 dx, E) 
donde por ê(x) se entiende una «función» que es igual a cero para 
todo x0 y se convierte en el infinito en el punto x=0 de 
manera que 

fób9a=1. 

En el $ 1 hemos considerado ya la ô-función como una fun- 
cional en el espacio de todas las funciones continuas definidas en 
un segmento. Veremos, sin embargo, que la consideración de la 
$-función como una funcional sobre K tiene determinadas ventajas. 
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2. «S-función desplazada». Sea 
T (1) =Ẹ (0). 
De acuerdo con la denotación (3), es natural representar esta fun- 
cional en la forma 
| S(x—a) g (x) dx. (4) 
3. «Derivada de la S-función». A cada pEX se pone en co- 
rrespondencia el número —-¢' (0). Más adelante explicaremos por 
qué es natural considerar esta funcional como derivada de la fun- 
cional señalada en el ejemplo 1. 


4. Consideremos la función +. Elia no es integrable en ningún 


intervalo que contenga el punto cero. Sin embargo, para cada 
pEK la integral 


Foco har 


existe y es finita en el sentido del valor principal. En efecto, 

a b b b 

3 e pi 0) 

f 90 de= foi) Lar (POZO ar (20 aw. 

Jo 5 z z 
Aquí (a, b) es el intervalo fuera del cual p se anula. En la 
primera de estas integrales bajo el signo de la integral aparece 
una función acotada, mientras que la segunda integral, compren- 
dida en el sentido del valor principal, es finita. De esta forma, 


2 es una funcional sobre K, es decir, una función generalizada, 


Se puede demostrar que ninguna de las funciones generalizadas 
señaladas en los ejemplos 1, 2, 3 y 4 es regular (es decir, no 
puede representarse en la forma (2) cualquiera que sea la función 
p localmente integrable). 


4°. Operaciones con funciones generalizadas. El conjunto de 
funciones generalizadas es el espacio lineal dual a K. Por consi- 
guiente, en este conjunto están definidas las operaciones de adi- 
ción Y multiplicación por números. Es evidente, además, que 
ara las funciones generalizadas regulares, es decir, para las 
'unciones «corrientes» sobre la recta, su adición como funciones 
generalizadas (esto es, como funcionales lineales) coincide con la 
operación habitual de adición de funciones. Lo mismo se refiere 
a la multiplicación por números. 
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Introduzcamos en el espacio de funciones generalizadas la 
operación de paso al límite. Diremos que la sucesión de funcio- 
nes generalizadas (f,) converge a f, cuando para cada pEK se 
cumple la relación 


fm DE 9) 


En otras palabras, definimos la convergencia de funciones gene- 
ralizadas como la convergencia #-débil de funcionales lineales 
sobre K. El espacio de funciones generalizadas provisto de esta 
convergencia se denotará mediante K*. 

Si œ es una función indefinidamente diferenciable, es natural 
definir e producto de « por la función generalizada f mediante 
a fórmula 


(af, 9) =(f, ap) 


(la"expresión del miembro derecho tiene sentido, ya que ap €K). 
Todas estas operaciones, adición y multiplicación por números y 
funciones indefinidamente diferenciables, son continuas. 

No introducimos el concepto de producto de dos funciones 
generalizadas. Se puede demostrar que es imposible definir este 
producto si se quiere que esta operación sea continua y que, 
además, coincida para las funciones generalizadas regulares con 
la multiplicación corriente de funciones. 

Definamos ahora la operación de diferenciación de funciones 
generalizadas y examinemos sus propiedades. 

Sea primero T una funcional de K definida mediante una 
función f diferenciable (en el sentido corriente): 


T(9)= | Homar 


Es natural definir su derivada como la funcional ¿E dada 
mediante la fórmula 


To= | rooma. 


Empleando la fórmula de integración por partes y teniendo en 
cuenta que toda función básica p se anula fuera de un intervalo 
finito, obtenemos 


To= fr rwwd=— e mes 
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de esta forma, hemos obtenido para $E una expresión en Ja que 


no figura la derivada de f. Estas consideraciones sugieren la 
siguiente definición. 

DEFINICION 2. Se llama derivada ST de la función generalizada T 
a la funcional definida mediante la fórmula 


Se (0)=—T (9) 


Está claro que la funcional definida mediante esta fórmula es 
lineal y continua, es decir, representa una función generalizada. 
Análogamente se definen la segunda, la tercera, etc. derivadas. 

Denotando la función generalizada mediante el símbolo f, 
denotaremos su derivada (comprendida en el sentido que acaba- 
mos de definir) mediante el símbolo corriente f’. 

Directamente de la definición de la derivada de una función 
generalizada se deduce la validez de las proposiciones siguientes: 

1. Toda función generalizada tiene derivadas de todos los órdenes. 

2. Si una sucesión |f,) de funciones generalizadas converge a 
una función generalizada f (en el sentido de la definición de 
convergencia de funciones generalizadas), la sucesión (f,) de deri- 
vadas converge a la derivada F' de la función límite. Esto equivale 
a que toda serie convergente compuesta por funciones generalizadas 
se puede derivar término a término cualquier número de veces. 

Veamos algunos ejemplos. 

L. De lo expuesto anteriormente se ve que siendo f una función 
regular (es decir, everdadera») cuya derivada existe y es continua 
(o continua a trozos), la derivada de ella, como de función 
ea coincide con su derivada en el sentido corriente. 

a 


Í 1 para x> 0, 
F=] 0 para x<0. 6) 
Esta función define la funcional lineal 


(0) = otpdx. 
è 


De acuerdo con la definición de la derivada de una función 
generalizada, tenemos 


E, =i, 0)=—Í y d= 0) 
b 
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(puesto que q es igual a O en el infinito). Por consiguiente, la 
derivada de la función (5) (de la «función salto unidad») es la 
ö-función. 

3. De los ejemplos I y 2 se ve claramente que si f es una 
función que en los puntos X,, Xy ... tiene saltos iguales a h,, 
ha ... respectivamente y es diferenciable en los demás puntos 
(én el sentido corriente), su derivada (como de una función gene- 
ralizada) representa la suma de la derivada corriente f” (en los 
puntos donde ésta existe) más la suma de tipo 


Frs erd. 


4. Aplicando la definición de derivada de una función gene- 
ralizada a la 6-función, obtendremos que esta derivada representa 
la funcional que en cada función pE€X toma el valor —ọ' (0). 
Es precisamente la funcional que hemos denominado ya «derivada 
de la 8-función». 

5. Consideremos la serie 


l (6) 
2 


Su suma representa una función de período 21 que en el intervalo 
(—a, x) se define mediante las fórmulas 


2 para 0<x<ux 
F= 
== para —a<x<0. 


La derivada generalizada de esta función es igual a 


—q+. 2 5 (x—2kx). (7) 


Representa una función generalizada (al aplicarla a cualquier 
función terminal q (x) siempre obtendremos solamente un número 
finito de sumandos diferentes de cero). Por otro lado, derivando 


i ia o Y senne p 
término a término la serie Y, 7" obtenemos una serie diver- 
m 


gente 
cos MX. 
ka] 
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Sin embargo, en el sentido de convergencia de funciones genera 
lizadas, esta serie converge (y precisamente a la expresión (7). 
Por consiguiente, el concepto de función generalizada permite dar 
un sentido completamente determinado a la suma de una serie 
que en el sentido corriente diverge. Lo mismo se refiere a muchas 
integrales divergentes. Con situaciones de este tipo se tropieza 
frecuentemente en la teoría cuántica del campo y en otras varias 
ramas de la Física Teórica. 


5. Suficiencia del conjunto de funciones básicas. Hemos 
definido las funciones generalizadas como funcionales lineales sobre 
un espacio, el espacio K de funciones terminales indefinidamente 
diferenciables. En general, podíamos escoger el espacio básico de 
alguna otra manera. Veamos las consideraciones que pueden deter- 
minar la selección de uno u otro espacio para el espacio de funciones 
básicas. Sujetando los elementos de K a las exigencias rígidas de 
terminalidad y diferenciabilidad indefinida, hemos obtenido con 
ello, en primer lugar, un conjunto suficientemente amplio de 
funciones generalizadas (toda restricción del espacio básico lleva, 
evidentemente, a la ampliación del espacio dual) y, en segundo 
lugar, una gran libertad para aplicar a las funciones generalizadas 
las operaciones principales del Análisis (paso al límite, diferen- 
ciación). Pero al mismo tiempo el espacio de funciones básicas 
no puede ser muy restringido. Debe tener un número suficiente 
de elementos para que mediante ellos se puedan distinguir dos 
funciones diferentes. Hablando con más rigor, si f, y f, son dos 
funciones integrables (es decir, dos funciones generalizadas regu- 
lares), debe existir un elemento ọ del espacio básico tal que 


hover | fode (8) 


Comprobemos que el espacio K satisface esta condición. Con más 
precisión, sean fı y fa dos distintas funciones continuas (y, por 
consiguiente, localmente integrables) sobre la recta. Entonces, 
existe una función € K tal que se cumple la condición (8). 

En efecto, pongamos f (x)= f, (x)—f, (x). Si f(x) % 0, existe 
un punto x, tal que f(x.) 0. Entonces, o y conserva su 
signo en un intervalo (a, $) que contiene el punto x,. Conside- 
remos la función 


1 1 
9()= e Ban. WPF para a<x<B, 
0 para los demás x. 


Esta función se anula fuera de (æ, B) y es positiva dentro de 
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este intervalo; además, tiene derivadas de todos los órdenes, de 
manera que ¿€ K. Es evidente que 


El B 
f Fo de= È faei) dx +0. 


Luego, hemos demostrado que el espacio K contiene un número 
suficientemente grande de funciones para que sea posible distin- 
guir dos funciones continuas cualesquiera ». 


6”. Reconstrucción de una función por su derivada, Ecuaciones 
diferenciales en Ja clase de funciones generalizadas. Las ecuácio- 
nes diferenciales son una de las regiones principales de aplicación 
de la teoría de funciones generalizadas. Fueron precisamente las 
ecuaciones diferenciales que estimularon, en gran medida, el 
desarrollo de la teoría de funciones generalizadas. Estas aplica- 
ciones están relacionadas, en general, con ecuaciones en derivadas 
parciales y su estudio detallado sale de los márgenes de este 
ibro. Sin embargo, consideraremos aqui algunas cuestiones más 
sencillas, relacionadas con la solución de ecuaciones diferenciales 
(ordinarias) con funciones generalizadas. Comencemos por la 
ecuación elemental de tipo 


y'=} x) 
(f (x) es una función o bien generalizada o bien «corriente»), es 
decir, por el problema de reconstrucción de una función a partir 
de su derivada. 
TEOREMA 1. Sólo las constantes son soluciones (en la clase de fun- 
ciones generalizadas) de la ecuación 


y'=0. 9) 
Demostracion. La ecuación (9) significa que 
WU, Y=(Y, —9)=0 (10) 


para toda función básica pEK. La igualdad (10) define la fun- 
cional y sobre el conjunto K'” de funciones básicas, cada una de 
las cuales puede representarse como derivada de cierta función 
básica. 

Una función básica œ, puede representarse como derivada de 
otra función básica si, y sólo si, 


$ o, ()dx=0. (11) 


1) Esta proposición se puede extender también a funciones substancial» 
mente más generales que las continuas, pero para ello habría que recurrir al 
concepto de integrabilidad según Lebesgue, del cual hablaremos en el capi- 
tulo VE 


8 m 2150 
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En efecto, si 9, (x)= ẹ4 (x), tenemos 


MAIS (13) 


Viceversa, si se cumple la igualdad (11), la expresión 


et)= | 9 (0d (13) 


es una función indefinidamente diferenciable y, además, terminal 
debido a (12). Su derivada es q, (x). Observemos ahora que toda 
función básica p se puede representar en la forma 


P= + Car 
donde q, es una función básica fija que verifica la condición 


J padl, 


c es una conslante y q, (%) es tal que | g, (ṣ)dr=0. En efecto, 


basta tomar 


c= Tetas y 0 =0(0—q. (0 $ oi) de 
eS ES 
Por consiguiente, al definir el valor de la funcional (=:función 
generalizada) y para la función básica q, (x), la funciona! resulta 
univocamente determinada en todo el K. Poniendo (Y, p,) == % 
obtenemos 


u =a pra | ap (dr, 
es decir, la función generalizada y es la constante a, que es lo 
que necesitábamos demostrar. De aquí se deduce que si para dos 
funciones generalizadas f y g se cumple la igualdad f'=g', se 
tiene f—g = const. 
Consideremos ahora la ecuación 


y=10) (14) 


donde f(x) es una función generalizada. Probemos que para todo 
fEK* la ecuación (14) tiene una ¡ón perteneciente a K*. 
Es natural llamar esta solución primitiva de la función genera- 
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lizada f. La ecuación (14) significa que 


w, =P= Q= a-h; J vos) (15) 


para cualquier función básica pEK. Esta igualdad define el 
valor de la funcional y para todas las funciones básicas que 
pueden ser representadas como q”, donde pEK. Como hemos 
visto al demostrar el teorema 1, cualquier elemento p € K puede 
representarse en la forma 

a=m+e0 | 00) 


donde «p, es la derivada de una función p*EK y qu(x) es un 


elemento fijo de K que verifica la condición | ẹ,()dx=1. Si 


tomamos, además, (y, ,)=0, la funcional y quedará definida 
en todo el K: 


u, =i .=(1. Sw aa). 


Es fácil comprobar que esta funcional es lineal y continua. Ade- 
más, satisface la condición (14). En efecto, para todo €K 


w, =w 0 =( $ (0a)-0. añ 


Luego, para cada función generalizada f(x) existe una solución 
de la ecuación 

y =i) 
es decir, cada función generalizada tiene primitiva. Según el 
teorema 1, esta primitiva se define univocamente, a menos de 
una constante aditiva arbitraria, por la función f(x). 

Los resultados obtenidos se pueden extender fácilmente a sis- 
iemas de ecuaciones lineales. Nos limitaremos aquí a dar los 
enunciados correspondientes, omitiendo las demostraciones. 

Consideremos un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales 
con n funciones incógnitas 


anly i=l, 2, .. A (16) 


g 


228 CAP. IV. FUNCIONALES LINEALES Y OPERADORES LINEALES 


donde a,, son funciones indefinidamente diferenciables, Este si 
tema tiene una determinada cantidad de soluciones «clásicas» ( 
decir, soluciones que representan funciones «corrientes» y, además, 
indefinidamente diferenciables). Se puede demostrar que, en la 
clase de funciones generalizadas, el sistema (16) no tiene ninguna 
otra_solución. 

Para un sistema no homogéneo de tipo 


di $) autho 07, 


donde f; son funciones generalizadas y a; funciones corrientes 
indefinidamente diferenciables, existe en la clase de funciones 
generalizadas una solución que, salvo una solución arbitraria del 
sistema homogéneo (16), es única. 

Si en el sistema (17) no sólo a sino también f; son funcio- 
nes «corrientes», todas las soluciones que este sistema tiene en K’ 
también resultan ser funciones corrientes. 


7”. Algunas generalizaciones. Hemos considerado más arriba 
funciones generalizadas «de una variable real», esto es, funciones 
generalizadas sobre la recta. Es posible, basándose en las mismas 
ideas, introducir funciones generalizadas sobre un conjunto aco- 
tado, digamos, sobre un segmento o una circunferencia, así como 
funciones generalizadas de varias variables, funciones generali- 
zadas de argumento complejo, etc. Además, incluso para las fun- 
ciones generalizadas sobre la recta, la definición dada anterior- 
mente no es la única posible. Veamos brevemente algunas de 
estas sanacion y modificaciones del concepto de función 


generalizada. 
a) Funciones de varias variables. Consideremos en el espacio 
n-dimensional el conjunto K" de funciones Q(X,, Xe, +.» Xn) 


que tienen derivadas parciales de todos los órdenes respecto a 
todos sus argumentos y tales que cada una de estas funciones se 
anula fuera de un paralelepipedo 


4<x<bp, i 


El conjunto K" representa un espacio lineal (con las habituales 
operaciones de adición de funciones y multiplicación de las mismas 
por números), en el cual se puede definir una convergencia del 
siguiente modo: q; — q, cuando existe un paralelepipedo 


ganki i=l, oii 


fuera del cual se anula cada una de las funciones q, y cuando 
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en este paralelepípedo se tiene uniformemente 


Vr = Ye & 
E") 
cualesquiera que sean r, @p ..., %. Una función generalizada 
de n variables es cualquier funcional lineal continua sobre K". 
Toda función f(x) «corriente» de n variables, integrable en cual- 
quier recinto acotado del espacio n-dimensional, es, al mismo 
tiempo, una función generalizada. Los valores de la funcional 

que le corresponde vienen dados por la fórmula 


U, =f iode (ems cc. Xa, de=dx, ... dtp). 


Al igual que en el caso de n=1, diferentes funciones continuas 
determinan diferentes funcionales (es decir, representan diferentes 


funciones generalizadas). 

Para las funciones generalizadas de n variables los conceptos 
de paso al límite, de derivada, etc. se introducen con los mismos 
métodos que en el caso de una variable. Por ejemplo, las deri- 
vadas parciales de una función generalizada se introducen median- 
te las fórmulas 

HO) aiie drg to) 
(= Sr 20) (1 z E a) 
De aquí se desprende que cada función generalizada de n varia- 
bles tiene derivadas parciales de todos los órdenes. 

b) Funciones generalizadas complejas. Escojamos ahora para 
las funciones básicas el conjunto de funciones terminales, indefi- 
nidamente diferenciables sobre la recta, que toman valores com- 
plejos. Las funcionales lineales sobre el espacio K de estas fun- 
ciones es natural llamarlas funciones generalizadas complejas. 
Recordemos que en un espacio lineal complejo existen funcionales 
lineales de primera y segunda especie. Las primeras satisfacen la 
condición (œ es un número) 

Udo =0 lt, p) 
y las segundas, la condición 

G, ap) =alf, p). 
Si f(x) es una función corriente de valores complejos sobre la 
recta, se le puede asignar una funcional lineal de primera especie 
sobre K de dos modos 


H o= | Own (18,) 
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E. h= | FO pdr. (18) 


A esta misma función f (x) se le pueden asignar dos funcionales 
lineales de segunda especie, a saber: 


alf D= Y HP dr (18) 
y 
6 = $ OP (18) 


La selección de una de estas cuatro posibilidades significa una 
manera determinada de inmersión del espacio de funciones «co- 
rrientes» en el espacio de funciones generalizadas. Las operaciones 
con las funciones generalizadas complejas se definen análogamente 
al caso de funciones reales. 

e) Funciones generalizadas sobre una circunferencia. A veces 
conviene considerar funciones generalizadas definidas sobre un 
conjunto acotado. A titulo de ejemplo más sencillo, consideremos 
las funciones sobre una circunferencia. Por espacio de funciones 
básicas tomaremos el conjunto de todas las funciones indefinida- 
mente diferenciables sobre una cincunferencia definiendo para 
ellas las operaciones de adición y multiplicación por números 
del modo habitual. La sucesión eo de funciones de este 
espacio se llama convergente, cuando para cada k=0, 1, 2, ... 
converge uniformemente sobre toda la circunferencia la sucesión 
de derivadas {p® (x)}. Puesto que el conjunto de argumentos (la 
cincunferencia) es, en este caso, acotado, la condición de termi- 
nalidad de las funciones básicas desaparece automáticamente. 
Las funcionales lineales sobre este espacio se llamarán funciones 
generalizadas sobre la circunferencia. Toda función corriente sobre 
la circunferencia se puede considerar como una función Pe dica 
definida sobre la recta. Extendiendo esta idea a las funciones 
generalizadas, se puede identificar las funciones generalizadas 
sobre la circunferencia con las funciones generalizadas periódicas. 
Es natural entender por función generalizada periódica (de pe- 
ríodo a) una funcional f que verifica la condición 


Ee) ea—a=(H0, e) 
para toda función básica q. Como ejemplo de función generali- 
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zada periódica puede servir la función 


A cosn=—L4a Y d(x—2ka), 
azi iTe 
que ha sido mencionada anteriormente. 

b) Otros espacios básicos. Hemos definido más arriba las fun 
ciones generalizadas sobre la recta como las funcionales lineales 
sobre el espacio K de funciones terminales indefinidamente dife- 
renciables. Sin embargo, esta selección del espacio básico no es 
la única posible. Por ejemplo, en lugar del espacio K de fun- 
ciones terminales, se pa haber tomado el espacio, algo más 
amplio, de todas las funciones q (x) indefinidamente diferenciables 
sobre la recta que decrecen, junto con sus derivadas, más rápido 
que cualquier potencia de qiy- Hablando con más precisión, ad- 
mitiremos que q (x) pertenece al espacio básico, que denotaremos S, 
cuando para cualesquiera fijos p, q=0, 1, 2, ... existe una 
constante Cp, , (que depende de p, q y q) tal que 


[xP GO ()|< Cpp —0<x< 00, (19) 


La convergencia en S se define del siguiente modo: la sucesión 
{pa (x)) se llama convergente hacia p(x), cuando para cada 
q=0, 1,2, ... la sucesión {p$ (x)) converge uniformemente en 
cualquier intervalo finito y cuando en las desigualdades 


1r oP (3) |< Cog 


las constantes Cp se pueden escoger de manera que no dependan 
de n. 

De esta forma se obtiene un conjunto de funciones generali- 
zadas sie más reducido que en el caso del espacio K. Por 
ejemplo, la función 

H)=e" 


es una funcional lineal continua sobre K, pero no sobre $. Es 
cómodo tomar S por espacio básico al considerar, por ejemplo, 
la transformación de Fourier de funciones generalizadas. En ge- 
neral, como ha demostrado el desarrollo de la teoría de funciones 
generalizadas, no es necesario sujetarse a una elección determinada 
el espacio básico, sino que conviene variarla según los problemas 
que se consideran. Sin embargo, es necesario requerir de manera 
esencial que, por un lado, haya «un número suficientemente 
grande» de funciones básicas (para que se pueda mediante ellas 
distinguir Jas funciones «corrientes», más rigurosamente, las fun- 
cionales regulares) y que, por otro lado, estas funciones básicas 
sean diferenciables suficiente número de veces. 
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EJERCICIO, Compruébese que en el espacio S se puede introducir una es- 
tructura de espacio normado numerable, tomando, por ejemplo, 


Ual BO OS 
pass 


<e 


eigr 
0i<4 

ue la convergencia de sucesiones en este espacio normado numerable 
equivale a la convergencia definida más arriba, 
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1°. Definición y ejemplos de operadores lineales. Sean E y E, 
dos espacios topológicos lineales. Se llama operador lineal que 
actúa de E en E, a toda aplicación 


y=Ax (xEE, yEE), 
que verifica la condición 
A(ax, +Px,) =aAx, + PAx,. 


El conjunto D4 de todos los x€ E para los cuales está definida la 
aplicación A Se llama campo de definición del operador A; en 
general, no se supone que D,=E; sin embargo, siempre admiti- 
remos que D, es una Variedad lineal, esto es, que si x, y€ Da 
también ax ByGDa para todos los a, B. 

Un operador A se llama continuo en el punto x,€ D,, cuando 
para cualquier vecindad V del punto y, = Ax, existe una vecindad U 
del punto xy tal que AxEV siempre que xEUNDA. El opera- 
dor A se llama continuo, cuando es continuo en cada punto xE Da. 

No es difícil probar que, cuando £ y E, son espacios nor- 
mados, esta definición equivale a la siguiente: un operador A se 
llama continuo, cuando para cualquier e >O existe un 6> 0 tal 
que de la desigualdad 


le <S (4, VEDA) 
se deduce 
AX — Ax" || <e. 


Está claro que el concepto de funcional lineal, introducido al 
principio de este capítulo, es un caso particular de operador 
neal. Es decir, una funcional lineal es un operador lineal que 
transforma el espacio dado E en la recta numérica E,. En esta 
suposición, las definiciones de linealidad y continuidad, que hemos 
enunciado para un operador lineal, se transforman en las corres- 
pondientes definiciones que hemos introducido con anterioridad 
para las funcionales. y 
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Del mismo modo, una serie de conceptos y resultados que se 
exponen a continuación para los operadores lineales, representan 
una generalización suficiente automática de los resultados expues- 
tos ya en el $ l de este capítulo para el caso de funcionales 
lineales. 


Ejemplos de operadores lineales. 
I. Sea E un espacio lineal topológico. Pongamos 


Ax=x para todo x€ £. 


Este operador, que transforma cada elemento del espacio en 
sí mismo, se llama operador 

2. Si E y E, son dos espacios topológicos lineales arbitrarios y 

Ox=0 para todo x€ E 
(aquí O es el elemento cero del espacio F,), se dice que O es el 
operador nulo. 

3. (Forma general de un operador lineal que transforma un 
espacio de dimensión finita en otro de dimensión finita). Sea A 
un operador lineal que transforma el espacio R” de n dimensiones 
con la base €,, ..., e, en el espacio R” de m dimensiones con 
la base f, ..., fp. Si x es un vector arbitrario de R", tenemos 


y, debido a la linealidad del operador A, 


a= x;Ae; 


De manera que el operador A queda definido”si se conoce en 
qué transforma los vectores e,, ..., e, de la base. Consideremos 
el desarrollo del vector Ae; según la "base fı, ...» fa. Tenemos 


Ae= Sayf 
e= 2 ay 


se ve que el operador A se define por la matriz de los 
coeficientes a; La imagen en R” del espacio R" representa_un 
subespacio lineal cuya dimensión es igual, evidentemente,3 al 
rango de la matriz [[a,yl), esto es, no es mayor, en todo caso, 
que n. Señalemos que en un espacio de dimensión finita todo 
operador lineal es automáticamente continuo. 

4. Consideremos el espacio de Hilbert H y un subespacio H, 
suyo. Desarrollando H en la suma directa del subespacio H, y 
su complemento ortogonal, es decir, representando cada elemento 
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heH en la forma 
h=hy+h (ME Hs ha LH) 


podemos tomar 
Ph=h,. 
Es natural lamar este operador P operador proyectiva, que 
proyecta todo el H sobre H,. La linealidad y continuidad se 
comprueban sin dificultad. 
5. Consideremos en el espacio de funciones continuas sobre 
el segmento [a, b] el operador dado mediante la fórmula 


s 
v0=5K6, Dot)ds, 0) 


donde K(s, t) es una función fija continua de dos variables. 
La función wp (t) es continua cualquiera que sea la función con- 
tinua p(s), de manera que el operador (1) transforma ei espacio 
de funciones continuas en si mismo. Su linealidad es obvia. 
Para poder hablar de su continuidad, es necesario señalar pre- 
viamente la topología que se ha tomado en nuestro espacio de 
funciones continuas. Proponemos al lector demostrar la continui- 
dad de este operador en los casos en que a) se considera el es- 
pacio Cia, b} esto es, el espacio de funciones continuas con la 
norma || o [|=max| q (()|; b) se considera el espacio Cfa, m, es 
1 


b T 

decir, refe.) A 

6. Consideremos en el mismo espacio de funciones continuas el 
operador 

+ (i) =P. (09 (0, 

donde qa (£) es una función continua fija. La linealidad de este 
operador es evidente. Demuéstrese su continuidad en el caso de 
las normas señaladas en el ejemplo anterior. 


7. Uno de los ejemplos de operador lineal más importantes 
para el Análisis, es el operador de diferenciación. Puede ser con- 


siderado en diferentes espacios. 
a) Consideremos el espacio de funciones continuas Cia, s) y el 


operador 
DHO=f 10) 
ue actúa en él. Este operador (que consideramos que actúa de 
la, y en Cre, oy otra vez) está definido, evidentemente, no en 
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todo el espacio de funciones continuas, sino en la variedad 
lineal de funciones que tienen derivada continua. El operador 
D es lineal, pero no es continuo. Esto se ve, por ejemplo, de 
que la sucesión 


q 
converge a O (en la métrica de Cte, ay), mientras que la sucesión 
Do, (t)=cos nt 


no converge. 

b) El operador de diferenciación puede ser considerado como 
un operador que actúa del espacio D, de funciones con derivada 
continua sobre [a, b] con la norma 


lella = máx | 9 (0) |4 max | 9" (0)] 


en el espacio Cía, 6]. En este caso el operador D es lineal y con- 
tinuo y transforma todo el D, en todo el Cta, sj 

c) No resulta muy conveniente considerar el operador de 
diferenciación como un operador que actúa de D, en Cra, b)» y 
que, a pesar de obtener en este caso un operador continuo deli- 
nido sobre todo el espacio, este operador no se puede aplicar 
dos veces a cualquier función de D,. Es más cómodo considerar 
el operador de diferenciación en un espacio aún más reducido 
que D,, en el espacio De de funciones indefinidamente diferen- 
ciables sobre (a, bJ, cuya topología se define mediante un sistema 
numerable de normas 


lel= suplie Ol IOl ee 1090). 


El operador de diferenciación transforma este espacio en si 
mismo y, como es fácil de comprobar, es continuo sobre este 
espacio. 

d) Las funciones indefinidamente diferenciables constituyen 
una clase muy reducida. Las funciones generalizadas ofrecen la 
posibilidad de considerar el operador de diferenciación como un 
operador definido en un espacio substancialmente más amplio % 
al mismo tiempo, como un operador continuo. En el parágrafo 
anterior hemos hablado ya de cómo se define la operación de 
diferenciación para las funciones generalizadas. De lo allí ex- 
puesto se desprende que la diferenciación es un operador lineal 
en el espacio de funciones generalizadas y que, además, es con- 
tinuo en el sentido de que de la convergencia de la sucesión 
dfa(0) de funciones generalizadas hacia f (f) se deduce la con- 
vergencia de la sucesión de sus derivadas hacia la derivada de 
la función generalizada f (£). 
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2”. Continuidad y acotación. Un operador lineal que actúa 
de E en E, se llama acotado, cuando está definido sobre todo 
el E y transforma cada conjunto acotado en un conjunto tam- 
bién acotado. Entre la acotación y la continuidad de un opera- 
dor lineal existe una relación estrecha y tienen lugar las siguientes 
A 

. Todo operador continuo es acotado. 

En efecto, sea M< E un conjunto acotado y sea AM c E, 
un conjunto no acotado. Entonces, existe en E, una vecindad v 


del cero tal que ninguno de los conjuntos 7 AM está contenido 
en V: Pero en este caso, existe una sucesión (x,) = M tal que 
ninguno de los elementos -|- Ax, pertenece a [Y y obtenemos" 
que -x,—0 en E, mientras que la sucesión E Axat no con- 


verge hacia el 0 en E,; esto contradice a la continuidad del 
operador A. 

Il. Si A es un operador acotado que actúa de E en E, y si 
en el espacio E se cumple el primer axioma de numerabilidad, el 
operador A es continuo. 

En efecto, si A no es continuo, existen una vecindad V del 
cero en E, y un sistema determinante (U,) de vecindades del 


cero en E, tales que para cada n existe un elemento x EU, 


tal que Ax, EV. La sucesión (nx,) es acotada en E (e incluso 
converge hacia 0), mientras que la sucesión (1Ax,) no es acotada 
en E, (ya que no está contenida en ninguno de los conjuntos V). 
De manera que si el operador A no es continuo y en £ se cumple 
el primer axioma de numerabilidad, el operador A tampoco es 
acotado: : Nuestra proposición queda demostrada. 

Por consiguiente, en los espacios con el primer axioma de 
numerabilidad (a los que pertenecen, en particular, todos los 
espacios normados y normados numerables) la acotación de un 
operador lineal equivale a su continuidad. 

Todos los operadores mencionados en los ejemplos 1, 2, 3, 4, 5 
y 6 del punto anterior, son continuos. Como en todos los espa- 
ios allí considerados se cumple el primer axioma de numera- 
bilidad, todos los operadores mencionados son acotados. 

Si E y E, son espacios normados, la condición de acotación 
de un operador que actúa de E en É,, se puede enunciar así: 
un operador A se llama acotado si transforma toda bola en un 
conjunto acotado. Debido a la linealidad de A, esta condición 


D Véase el ejercicio del punto 3 del $ 5 
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se puede enunciar así: A es acotado, cuando existe una constante 
C tal que para todo FEE 


IARI CIH. 
El menor de los números C que satisfacen esta desigualdad se 
llama norma del operador A y se denota mediante || A|| - 


teorema 1. Para cualquier operador acotado A que actúa de un 
espacio normado en otro espacio normado, se tiene 


E J= sup L&L. 
HAIL age Ml SP Tei 10) 


DEMOSTRACION. Denotemos ® 
a= sup [Ax] = sup LAL. 
e ATA 
Probemos primero que || A || > a. 


Puesto que a= sup LAXI , para cualquier « >0 existe un ele- 


mento x, tal que 
EA LS e 
Mx li < aj 
es decir, 
Ax, l| > (ae)! xeil 
de donde se deduce que 
ae Ab; 
como e es un número positivo arbitrario, obtenemos a S || A ||. 
Probemos ahora que la desigualdad « < || A || es imposible. Sea 
|[Al72=e >0. 
Entonces, 
e 
a< Al. 
Pero de aqui se deduce que cualquiera que sea el punto x se 
cumplen las desigualdades 
A j 
La <p AI 
o bien 


Ai < (IA 1—+)hx 


Ax 


D La igualdad sup |j Axl sul es evidente debido a la linea- 
MAA re 


lidad de A 
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es decir, || A|| no es la cota inferior de aquellos M para los cuales 
ll Ax||< M xl. 


Por consiguiente, 
YA f=a. 

3°. Suma y producto de operadores. 

DEPINICION 1. Sean A y B dos operadores lineales que actúan del 
espacio topológico lincal £ en el espacio E,. La suma A--B de 
ellos es el operador C que pone en correspondencia al elemento 
«EE el elemento 

y=Ax--Bx€ Ej. 

Es fácil comprobar que C=4+B es un operador lineal, 
continuo, si son continuos A y B. El campo de definición De 
del operador C es la intersección Da N Cp de los campos de 
difinición de los operadores A y B. 

Si E y E, son espacios normados y si los operadores A y B 
son acotados, el operador C es también acotado y, además, 

NCIS AL+IBI. (3) 
En efecto, para todo x 

hCx =j Ax+ Bxl < || Ax il+ 8x1 < G AHB DaN 

de donde se deduce (3). 


DEFINICION 2. Sean A y B dos operadores lineales, A actuando 
del espacio E en £, y B actuando de E, en E£,. Se llama pro- 
ducto BA de los operadores A y B al operador C que pone en 
correspondencia al elemento x€ E el elemento 

2z=B(Ax) 


de E,. El campo de definición De del operador C=BA se com- 
pone de todos los x€ D4 tales que Ax€ Dp. Está claro que el ope- 
rador C es lineal. Es continuo, si son continuos A y B. 

Si A y B son operadores acotados que actúan en espacios 
normados, el operador C=BA también es acotado y, además, 


1C1<1B1-1 Ali. a) 


En efecto, 
IICx11=1B(4011<11B11- 14:1<1BH-1All ell, © 
de donde se sigue (4). 


La suma y el producto de tres y más operadores se definen 
sucesivamente. Ambas operaciones son asociativas. 
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El producto de un operador A por un número £ (se denota con 
kA) se define como el operador que pone en correspondencia al ele- 
mento x el elemento kAx. 

El conjunto 2 (E, Es) de todos los operadores lineales con- 
línuos, definidos en todo el espacio £, que transforman £ en E, 
(donde E y E, son dos espacios topológicos lineales fijos), forma 
un espacio lineal respecto a las operaciones de adición y mulli- 
plicación por números, definidas más arriba. Si £ y E, son es- 
pacios normados, -2 (E, E,) es también un espacio normado (con 
la norma de operador que se ha delinido anteriormente). 


EJERCICIO. Sean E un espacio normado y E, un espacio normado completo. 
Entonces, el espacio normado 7 (E, E) es completo. Si Ax € F (E, Es) 


y Y IAk] < 09, la serie Y) Ay converge a un operador A E Z (E, Es) y 
E 


5 


van=| JA 
E 


4°. Operador inverso, inversibilidad. Sea A un operador que 
actúa de £ en E, y sean D, el campo de definición y Ra el 
campo de valores de este operador. 


< D llake (6) 
a 


purinicion. Un operador A se llama inversible, cuando para cual- 
quier y€ R4 la ecuación 


Ax=y 


tiene solución única. 

Si A es inversible, acada y€ R4 se puede poner en corres- 
pondencia un elemento único xEDA, que es la solución de la 
ecuación Ax=y. El operador que realiza esta correspondencia se 
llama inverso de A y se denota mediante A~! 


teorema 2. Un operador A-3, inverso de un operador lineal A, 
| es también lineal. 


prmostracion. Basta comprobar que se cumple la igualdad 
A HAA a m 
Pongamos Ax,=4, y Ax,=4, Debido a la linealidad de a, 
tenemos 
A (Ora H aaa) = Taha H Aata (8) 
De acuerdo con la definición de operador inverso, 
Apex, AT 
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de donde, multiplicando estas igualdades por æ, y ap respecti- 
vamente, y sumando, encontramos 


mAy ERA Y = 0% + 


Por otro lado, de (8) y de la definición de operador inverso se 
deduce que 


Oy F gX, = AT (Y + Aat) 
que junto con la igualdad anterior da 
A~? (aa HAY) =, ATY, HAT 


TEOREMA. 3 (teorema de Banach sobre el operador inverso). Sea A 
un operador lineal acotado, que efectúa una transformación 
biunivoca del espacio de Banach E sobre el espacio de Banach 

i E, Entonces, el operador inverso A7* es acotado 


Para demostrar este teorema es necesario el siguiente lema. 


temah Sea M un conjunto siempre denso de un espacio de Banach 
E. Entonces, todo elemento no nulo y€ E se puede desarrollar 
en una serie 


y=ynty t 
donde WEM è y< L. 


Hiat- 


DEMOSTRACION. Construimos la sucesión de elementos y, del siguien- 
te modo: escogemos y, de manera que sea 


ly—nl = Agil, 9 
lo cual es posible, ya que la desigualdad (9) define una esfera 
de radio Ll y centro en el punto y, dentro de la cual debe exis- 
tir un elemento de M (M es siempre denso en E). Escojamos 
NEM de manera que y —y—y,l) <LL, y, de manera que 
yy —4, vo l1< LEl y, en general, escojamos y, de manera 


que ly =p... —Yn 11 < LEl. Tal selección es siempre posible, 


ya que M es siempre denso en E. De acuerdo con la elección 
de los elementos yy: 


l- Ev 


— 0 para n— oo, 
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esto es, la serie Y) y, converge hacia y. Estimemos las normas 
a 
de los elementos yp: 


ImlI=—9+ 01 <in, 


ily l= +A —4+9—4 1< ly —Y —9 + — yl <4. 
Finalmente, 


A ES R 
Slyn. —hll+ iyn. S E. 


En 
El lema queda demostrado. 
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3. Consideremos en el espacio E, los 


conjuntos My, donde M, es la totalidad de los y y que satisfa- 
cen la desigualdad || A="y|| <*k|y!]. Todo elemento del espacio 


E, se encuentra en cierto My, es decir, E=UM,. De acuerdo 


ka! 
al teorema de Baire sobre las categorías (cap. Il, $ 3, punto 3°), 
al menos uno de los conjuntos M, digamos M,, es denso en 
una bola Bẹ. Consideremos dentro de la bola B, una capa esfè- 
rica P, esto es, el conjunto de puntos z, para los cuales se cumple 
la desigualdad 


P<2—=gll<a, 
0<B< 4 EM, 


Trasladando pr te la capa esférica P de manera que 
su centro coincida con el origen de coordenadas, obtendremos la 
capa esférica Pa. 


Probemos que en P, es denso un conjunto M y. Sea z € P N M, 
entonces, 2—y, € P, y 


VA) NS NATA lla (al Nyl) 
<n(12—vo 1421111) =01:2—00) (1 LAA < 


TAS 


Sali (1 LN a0 


donde 


2114 


La magnitud al ] no depende de z. Tomemos 


v 


Ne 14 [1 agt]. Entonces, debido a (10), z—m€My y 
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como M, es denso en P, My será denso en P,. Consideremos un 
elemento y arbitrario no nulo de E,. Siempre se puede escoger A 
de manera que sea $ < [Ag] <a, es decir, que AyE€P,. Puesto 
que My es denso en P,, se puede construir una sucesión y, € M y 


convergente hacia y. Entonces, la sucesión -yx converge hacia y. 
Es evidente que si y, € My, también Ys € My para cualquier 
número real 4+0; por consiguiente, My es denso en E,*.(0) y, 
por esto, también en E, 


Consideremos un elemento no nulo y€ Ey; de acuerdo con el 
lema, puede ser desarrollado en una serie de elementos de My 


IS NANA 


siendo [| | < LEL, 


Consideremos en el espacio f la serie formada por las imáge- 
nes recíprocas de los elementos yẹ, es decir, por elementos 
AA 

Esta serie converge a un elemento x, 
desigualdad || xx || = || A I| < N I vall 


PISMAMI Y 2-3 pul 


tai kzi 


ya que tiene lugar la 
- yal 
E 


además, 


Como la serie Se converge y el operador A es continuo, se 
puede aplicar A a esta serie término por lérmino. Obtendremos 
Ax=Ax tAn Y Yeh 
de donde x= A-ty. Además, 
A7y1=1/x11<3M Iy I 


y como esta estimación es válida para cualquier y 340, el opera- 
dor A~: es acotado. El teorema queda demostrado. 


EJERCICIOS. 1, Sean E, E, dos espacios normados. Un operador lineal A, 
que actúa de E en Ey con el campo de definición DAGE, se llama cerrado, 
cuando de las condiciones X/E Da, Xn — x, Axn -ry Se deduce que x€ DA y 
Ax= y. Compruébese que todo operador acotado es cerrado. Consideremos el 
producio directo EXE, de los espacios E y Ej, esto es, el espacio lineal 
normado, compuesto de todos los pares posibles |x, v), donde E £, yE£,. 
con la norma lbs v) =li tlli (mediante [|| designamos Ia norma 
en E y medianie jif. la norma en. £,). Se puede poner en correspondencia al 
operador A el conjunto G, yixEDa, y=Ax) Œ EXE,, que se deno- 
mina gráfico del operador. Compruébese que Ga es un conjunto lineal de 
EXE, que es cerrado cuando, y sólo cuando, el operador A es cerrado. 
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Demuċstrese que sí E y E, son espacios de Banach y si el operador A está 

definido en todo E y es cerrado, es acotado (teorema de Banach sobre el grá- 

fico cerrado). 

0 ¿ma Apliquese el teorema 3 al operador P:(x, Ax) — x que actúa 
le Ga en E. 

2. Demuéstrese que siendo A un operador lineal continuo que transforma 
biunivocamente un espacio completo normado numerable £ sobre un espacio 
completo normado mumerable E;, el operador inverso A=1 es continuo. 
Enúnciese y demuéstrese el teorema sobre el gráfico cerrado para el caso de 
espacios normados mumerables. 


TEOREMA 4. Sea A, un operador lineal acotado que transforma un 
espacio de Banach E sobre otro espacio de Banach E, y que tiene 
el inverso acotado Az* y sea AA un operador lineal acotado que 
jranstorma E en E, y tal que || AA |< y3zr> Entonces, el ope- 
rador A=A,+AA transforma E sobre E, y tiene inverso acotado. 


DEMOSTRACION. Fijemos un elemento cualquiera y€ E, y conside- 
remos la aplicación B del espacio E en sí mismo, definida me- 
diante la fórmula 


Bx--A7'y—Aj'AAx. 


De la condición [| AA || < j| A75/]]7*, se deduce que la aplicación B 
contraida. Puesto que es completo, existe un único punto 
fijo x de la aplicación B 


x=Bx=A5' y— A'A Ax, 


de donde 
Ax= A+A Ax=y. 


Si Ax' =y, también x' será un punto fijo de la aplicación B, 

de manera que x'=x. Por consiguiente, para todo y&E, la 

ecuación Ax= y tiene en E una solución única, esto es, el ope- 

rador A tiene inverso A”!. En vista del teorema 3, el operador 

A-* es acotado, que es lo que se quería demostrar. 

trorrma s. Sean E un espacio de Banach, 1 el operador unidad 
de E y A un operador lineal acotado que aplica E en sí mismo 
y tal que | A[<1. Entonces, el operador (I—A)* existe, es 
acotado y represéntase en la forma 


UA A an 


DEMOSTRACION. La existencia y acotación del operador (/— A)-' 
se desprende del teorema 4 (además, esto se desprende también 


del razonamiento que sigue). Como || A] < 1, tenemos È|] As 
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<$ < æ. El espacio E es completo y por eso de la con- 
vergencia de la serie Ši A* |] se deduce que la suma de la serie 


S A* representa un operador lineal acotado. Para un n cual- 
pr 
quiera tenemos 


UA A UA) SIA; 


pasando al límite para n—»ce y tomando en consideración que 
A“ |<] A+ — 0, encontramos 


UA ZA = Ala 


Ia LA, 


que es lo que queríamos demostrar. 


de donde 


EJERCICIO. Sea A un operador lineal acotado que aplica un espacio de 
Banach E sobre un espacio de Banach E,. Demuéstrese que existe una cons- 
tante æ > 0 tal que sí BEZ (E, Es) y || A—B || < a, el operador 8 aplica 
E sobre todo el espacio E, (Banach). 


5”, Operadores conjugados. Consideremos un operador lineal 
continuo y= Ax que aplica un espacio lineal topológico Æ en otro 
espacio E, del mismo tipo. Sea g una funcional lineal continua 
definida sobre E, esto es, g€ Ej. Apliquemos la funcional g al 
elemento y= Ax; es fácil comprobar que g(4Ax) es una funcional 
lineal continua definida en E; denotémosla con f. La funcional f es, 
de esta forma, un elemento del espacio E*. Hemos asignado a 
cada funcional g€ E; una funcional f€ E*, es decir, hemos obte- 
nido un operador que aplica Ef en E*. Este operador se llama 
conjugado del operador A y se designa mediante A*. 

Denotando la funcional f mediante (f, x) tendremos 


(g, Ax)=(f, x) o 
(8, Ax) =(4%g, x). 


Esta relación se puede tomar por definición del operador 
conjugado. 

Ejemplo. El operador conjugado en un espacio de dimensión 
finita. Supongamos que un operador A aplica un espacio E" 
(n-dimensional) en un espacio £“ (m-dimensional) y sea (a,) la 
matriz de este operador. 
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La aplicación y= Ax se puede representar mediante el sistema 
de igualdades 


y la funcional f, (x) en la forma 


tos $t 
De la igualdad 


1()=8(4x)= Ses ž Žeas -$x 2 Ep 


tendremos Hey Como f= A*g, de aquí se deduce que el 


operador A* se define mediante la matriz traspuesta de la matriz 
del operador A. 

Las siguientes propiedades de operadores conjugados siguen 
directamente de la definición. 

1. El operador A* es lineal. 

2. (A+B) = A* +B". 

3. Si k es un número complejo, (kA)* =kA*. 

Menos evidente es el siguiente resultado. 


TEOREMA 6. El operador A*, conjugado a un operador lineal aco- 
tado A que aplica un B-espacio E en un B-espacio E,, es tam- 
bién acotado y 

HA I=. 


DEMOSTRACION. En virtud de las propiedades de la norma de un 
operador, tenemos 


I(A*g, )1=1(, AVIK A, 
de donde || A*gl|< || 4Il-lle ll; por consiguiente, 
NAISIA (12) 


A. 


Sea x€ E y Ax-0; tomemos ye ri es obvio que 


Iwo II=1. De acuerdo con el corolario del teorema de Hahn— 
anach, existe una funcional g, tal que lg | =1 y (go Y.) 
es decir, tal que (g, Ax) =|| Axl. De las relaciones 
laxi =e, Axi=1(4%, 31 <114*g 111 < 
<A eli A% lll 
obtenemos || A || < || 4* ||, lo que, junto con la desigualdad (12), da 
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At =A] 
El teorema queda demostrado. 


6”. Operador conjugado en un espacio euclídeo. Operadores 
autoconjugados. Consideremos el caso, cuando A es un operador 
acotado que actúa en un espacio de Hilbert H (real o complejo). 
De acuerdo con el teorema sobre la expresión general de una 
funcional lineal continua en un espacio de Hilbert, la aplicación 
1 que a cada y€H asigna la funcional lineal 


(90) =( y) 


es un isomorfismo (o un isomorfismo conjugado, cuando H es 
complejo) del espacio H sobre todo el espacio dual H*. Sea A* 
el operador conjugado del operador A. Está claro que la aplica- 
ción A* 'A*+ representa un operador lineal acotado que actúa 
en H; es fácil ver que para cualesquiera y € H 


(Ax, y =(% 4. 
IL A] y las aplicaciones 1 y t”* son isométricas, 


Como ILA* || 
tenemos | A* =A. 

Todo lo expuesto anteriormente para un espacio de Hilbert, 
es válido también, por supuesto, para un espacio euclideo (real 
o complejo) de dimensión finita. 

Tomemos el siguiente acuerdo. Siendo R un espacio euclideo 
(de dimensión finila o infinita), llamaremos operador conjugado 
del operador A, que actúa en R, al operador A*, definido más 
arriba, que actúa en el mismo espacio R. 

Es preciso subrayar que esta definición difiere de la defi- 
nición de operador conjugado en un espacio arbitrario de Banach E, 
de acuerdo con la cual el operador conjugado A* actúa en el 
espacio dual E”. A veces, el operador A*, en diferencia del ope- 
rador A*, se denomina conjugado de Hermite. Para no complicar 
la terminología ni las denotaciones, en lo que sigue escribiremos 
A* en lugar de A* y llamaremos este operador conjugado, teniendo 
en cuenta, sin embargo, que en el caso de un espacio euclideo el 
concepto de operador conjugado se comprenderá siempre tal como 
ha sido enunciado en esta sección. 

Está claro, que en un espacio euclídeo R el operador conju- 
gado de A se puede definir como un operador que para todos 
x, yER verifica la igualdad 


(Ax, y)=(x, Ay). 


Puesto que en el caso de un espacio euclideo los operadores A y 


5 S. OPERADORES LINEALES 247 


A* actúan en un mismo espacio, puede tener lugar la igualdad 
A=A*. Hagamos la siguiente definición que destaca una clase 
importante de operadores en un espacio euclídeo (en particular, 
de Hilbert). 


DEFINICION. Un operador lineal acotado que actúa en un espacio 
euclídeo R se llama autoconjugado, cuando A=A*, es decir, 
cuando 

(Ax, y)=(x, Ay) 


para todos los x, yER. 

Señalemos la siguiente Propiedad importante del operador A* 
conjugado a un operador A que actúa en un espacio euclídeo R. 
Un subespacio R, del espacio R se llama invariante respecto al 
operador A, cuando de xER, se deduce que Ax€R,. Si el sub- 
espacio R, es invariante respecto de A, su complemento ortogo- 
nal Rè es invariante respecto de A*. En efecto, si y€ R}, tene- 
mos para todo xER, 


(x, A*y)= (Ax, y) =0, 
ya que Ax€R,. En particular, si A es un operador autoconjugado, 


el complemento ortogonal de cualquier subespacio invariante suyo 
es invariante respecto de A. 


EJERCICIO. Demuéstrese que siendo A y B dos operadores lineales scots- 
dos en un espacio euclideo, se verifican las igualdades 
(«A+ PB) =aa*+BB*, 
(AB)* =(8%A4"), 
(AA, 
1% =1 (I es el operador unidad) 


7°. Espectro de un operador. Resolvente”. En la teoría de 

los operadores y en sus aplicaciones desempeña un papel primor- 

dial el concepto de espectro de un operador. Recordemos primero 
te concepto para el caso de operadores en un espacio de dimen- 

n finita. 

Sea A un operador lineal en el espacio n-dimensional E”. El 

número ) se lama valor propio del operador A, cuando la ecuación 


Ax=2x 


tiene soluciones no nulas. El conjunto de todos los valores pro- 
pios se denomina espectro del operador A y todos los demás va- 
lores de À se llaman regulares. En otras palabras, % es un punto 


» Siempre que se hable del especiro de un operador, consideramos que 
el operador actúa en un espacio complejo 
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regular, cuando el operador (A—2/) es invertible. Además, el 
operador (A—?.1)7*, como todo operador en un espacio de dimen- 
sión finita, es acotado. Por consiguiente, en un espacio de dimen- 
sión finita existen dos posibilidades: 

1) la ecuación Ax= Àx tiene solución no nula, es decir, A es 
un valor propio de A; en este caso el operador (A—A/)"* no 
existe; 

2) existe el operador acotado (A—A/)”1, esto es, à es un punto 
regular. 

En el caso de dimensión infinita puede darse una tercera 
posibilidad, a saber: 

3) el operador (A—2/)7! existe, es decir, la ecuación Ax =x 
tiene solamente solución nula, pero este operador no es acotado. 

Introduzcamos la terminología siguiente. El número } se 
Mama regular para el operador A, que actúa en un espacio E 
(complejo) topológico lineal, cuando el operador (A—A/)~*, Ia- 
mado resolvente del operador A, está definido en todoel E y es 
continuo. El conjunto de todos los demás valores de A se llama 
espectro del operador A. A) espectro pertenecen todos los valores 
propios del operador A, ya que, si (A—1/)x=0 para un 130, 
no existe (A—7./)71. El conjunto de ellos se llama espectro pun- 
tual. La parte restante del espectro, es decir, el conjunto de 
valores de A para los cuales (A—2/)”* existe, pero no es conti» 
nuo, se llama espectro continuo. De manera que cada valor de % 
es para el operador A o bien regular, o bien valor propio, o bien 
punto del espectro continuo. La posibilidad de que un operador 
tenga espectro continuo es lo que distingue de un modo substan- 
cial la teoría de operadores en un espacio de dimensión infinita 
del caso de dimensión finita. 

Sea A un operador que actúa en un B-espacio. Si el punto A 
es regular, es decir, el operador (A—2/)"! existe y es acotado, 
para un $ suficientemente pequeño el operador (A—(%--8) /)7* 
también existe y es acotado (teorema 4), es decir, el punto À +8 
es también regular. Por consiguiente, los puntos regulares consti- 
tuyen un conjunto abierto. Es decir, el espectro, esto es, el com- 
plemento de este conjunto, es un conjunto cerrado. 


TEOREMA 7. Si A es un operador lineal acotado en un espacio de 
| Banach y si 12] >| All, > es un punto regular. 


DEMOSTRACION. Como, evidentemente, 


PE 
—M)=-— AN 
tenemes UP) 


R == (1 UY 
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Para || 41] < >i, esta serie converge (véase el teorema 5), es de- 
cir, el operador A—A/ tiene inverso acotado. En otras palabras, 
el espectro del operador A está contenido en el circulo de radio 
1A || con centro en el cero. 

jemplo. Consideremos en el espacio Cro, :] el operador A de- 
finido mediante la fórmula 


Axi) =(0x(0, 
donde p(£) es una función continua fija. Tenemos 


AD x (D= (10H x (t), 
de donde 
- LS 
AAN) = 0: 

El espectro del operador considerado A se compone de todos 
los A tales que pm()—) se anula para cierto £, comprendido 
entre O y l, es decir, el espectro coincide con el conjunto de 
todos los valores de la función q (2) sobre el po [0, 1]. Por 
ejemplo, si p(t)=f, el espectro representa el segmento [0, 1] 
y no hay valores propios, es decir, el operador de multiplicación 
por £ representa un ejemplo de operador con espectro puramente 
continuo. 

Observaciones. (1) Todo operador lineal acotado, definido en un espacio 
de Banach completo, que tiene al menos un elemento diferente de cero, tiene 
espectro no vacio. Existen operadores, cuyo espectro se compone de un solo 
punto (por ejemplo, el operador de multiplicación por un número). 

(2). Se puede precisar el teorema 7 del siguiente modo. Sea 


e lim PNAN 


(se puede demostrar que este límite existe cualquiera que sea el operador 
acotado AF entonces, el espectro del operador A se encuentra integramente 
dentro del círculo de radio z y centro en el cero. El número 7 se llama 
radio espectral del operador A. 

(3). Los operadores resolventes R, y R, correspondientes a los puntos 
u y A, conmutan y satisfacen la relación 

Ra—Ri=(4—2) RR, 
que se puede comprobar fácilmente multiplicando ambos miembros de esta 
igualdad por 
(AA) (A — pl). 


De aqui se deduce que, siendo Ag un punto regular de A, la derivada de 
Rh respecto a % en A=ħo, es decir, el límite 


existe (en el sentido de convergencia según la norma de operador) y es 
igual a RE. 
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EJEKCICIO. Sea A un operador autoconjugado y acotado en un espacio 
complejo de Hilbert #. Demvéstrese que su especiro es un subconjunto ce- 
trado y acotado del eje real. 


$ 6. OPERADORES TOTALMENTE CONTINUOS 


1%, Definición y ejemplos de operadores totalmente continuos. 
Una clase de operadores, que se aproxima por sus propiedades a 
la clase de operadores que actúan en espacios de dimensión finita 
y que, al mismo tiempo, es muy importante desde el punto de 
vista de las aplicaciones, es la clase formada por los así llama- 
dos operadores totalmente continuos. Estudiaremos ahora las 
propiedades principales de estos operadores, limitándonos a! caso 
de espacio de Banach. 


verisicion. Un operador A que aplica el espacio de Banach E 
en sí mismo se llama otalmente continuo, cuando transforma 
cada conjunto acotado en uno relativamente compacto. 

En un espacio normado de dimensión finita, todo operador 
lineal es totalmente continuo, ya que transforma cualquier con- 
junto acotado en otro, acotado también, y en un espacio de di- 
mensión finita todo conjunto acotado es relativamente compacto. 

En un espacio de dimensión infinita la continuidad total 
de un operador es un requerimiento más fuerte que su continui- 
dad simple (es decir, que la acotación). Por ejemplo, el operador 
unidad en el espacio de Hilbert es continuo, pero no totalmente 
continuo, (Demuéstrese esto independientemente del ejemplo 1 que 
se considera a continuación). 

Veamos algunos ejemplos. 

1. Sea / el operador unidad en un espacio de Banach E. 
Probemos que siendo £ de dimensión infinita, el operador / no 
es totalmente continuo. Para ello bastará, evidentemente, demos- 
drar que la bola unitaria de E (que, por supuesto, se transforma 
mediante el operador / en sí misma) no es compacta. Esto, a su 
vez, se desprende del siguiente lema que nos hará falta también 
en lo sucesivo. 


Lema. Sean Xy X, ... vectores linealmente independientes de un 
espacio normado E y sea E, el subespacio generado por los vec- 
tores x, ..., Xy Entonces, existe una sucesión de vectores 
Yo +» Ya que satisface las siguientes condiciones: 


D lyell 2) EEn D Pe End >F 


$ 6. OPERADORES TOTALMENTE CONTINUOS 251 


(aquí p (ynEs.-.) es la distancia del vector y, hasta E,,..., es decir, 
¿ent lle 


DEMOSTRACION, En efecto, como los vectores x,, Xy ... son lineal- 
mente independientes, tenemos x, € En, Y Pm En-)=2>0. 
Sea x un vector de Ep, tal que [x]—** <2%. Entonces, 
pina, En-)=2 y el vector 


Ya= Tx, T] 


satisface todas las condiciones 1), 2) y 3). Por y, se puede tomar 
EN 
LETS lema queda demostrado. 


pleando este lema, se puede construir en la bola unitaria 
de cualquier espacio normado de dimensión infinita una sucesión 


de vectores (y,) para la cual P(9,-w Y) > Está claro que 


esta sucesión no puede contener ninguna subsucesión convergente. 
Esto significa precisamente que no hay compacidad. 

2. Sea A un operador lineal continuo que transforma un espacio 
de Banach E en un subespacio suyo de dimensión finita, Este 
operador es totalmente continuo, ya que transforma todo subcon- 
junto acotado ME en un subconjunto acotado de un espacio 
de dimensión finita, es decir, en un conjunto relativamente 
compacto. 

n particular, en un espacio de Hilbert el operador de proyec- 
ción ortogonal sobre un subespacio es totalmente continuo cuando, 
y sólo cuando, este subespacio tiene dimensión finita. 

Un operador que transforma un espacio de Banach E en un 
subespacio de dimensión finita se llama degenerado. 

3. Consideremos en el espacio l, el operador A definido del 
siguiente modo: si x=(X,, Xy +--+ Xm |, entonces, 


Axa q o as e) W 


Este operador es totalmente continuo. En efecto, como todo con- 
junto acotado de /, está contenido en alguna bola de este espa- 
cio, basta demostrar que las imágenes de las bolas son relativa- 
mente compactas; debido a la linealidad del operador, basta 
comprobar esto para la boja unitaria. Pero el operador (1) trans- 
forma la bola unitaria del espacio l, en el conjunto de puntos 
que satisfacen la condición 


Degi 
y la compacidad de este conjunto ha sido demostrada ya en el 
cap. 11, $ 7. 
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EJERCICIO. Sea Ax= (0%, Goto, 
cumplir la sucesión de números a, 
talmente continuo en [,? 


Can: ; ¿qué condiciones debe 


üs, -.- para que este operador sea to- 


4. En el espacio de funciones continuas Cra, sy, forman una 
clase importante de operadores totalmente continuos los opera- 
dores que pueden representarse en la forma 


Ax=y()= K(s, 9x(0 dt. (e) 


Probemos la validez de la siguiente proposición: si la función 
K (s, t) es acotada sobre el cuadrado a<s<b, a < t <b y todos 
sus puntos de discontinuidad se encuentran en un número finito 
de curvas 

t=q() k=1,2....1m 

donde q, son funciones continuas, la fórmula (2) define en el 
espacio Cia, sy Un operador totalmente continuo. 

En efecto, observemos, ante todo, que en las condiciones se- 
ñaladas la integral (2) existe para cualquier s del segmento [a, b), 
es decir, la función y(s) está definida. Sea ahora 


M= sup |K(s, 11 
ags tso 


y sea G el conjunto de puntos (s, £) en los cuales se cumple, al 
menos para un k=1, 2, ..., n, la desigualdad 


lt— e9] < r 


Sea F el complemento del conjunto G respecto al cuadrado a < s, 
t<b. Como F es compacto y la función K (s, t) es continua 
sobre F, existe un 8 >0 tal que 
y r e 
IK, 0=K(, D< zaa 

para cualesquiera dos puntos (s', £), (°, £) de F que satisfacen la 
condición 

[8 |<5. B 
Estimemos la diferencia y(s)—y (s”) admitiendo que s' y s” sa- 
tisfacen la condición (3). Tenemos 


b 
Luy SIKO, NK, 911: (0) dth 
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para evaluar la integral que figura en el miembro derecho, divi- 
damos el segmento de integración [a, b] en dos partes: la unión 
de intervalos 


Ú [ie 110.601 < pole Ie tei<)]. 


pá) 
que denotaremos mediante P, y la pie restante del segmento 
[a, b] que denotaremos mediante Q. Observando que P es la unión 
de intervalos tales que la suma de sus longitudes no pasa de zij; 


obtenemos 
fike, DK D lld < Fla 
} 


La integral sobre Q admite, obviamente, la estimación 


FIK. 0=K(S, DI lx Old < $lx 
o 
Por consiguiente, 
| (s)—4 (5) |< eijx ll. (4) 
La desigualdad (4) muestra que la función y(s) es continua, 
es decir, la fórmula (2) define, en efecto, un operador que trans- 
forma el espacio Crta, » en si mismo. Además, se ve de la misma 
desigualdad que, siendo (x(f)] un conjunto acotado de Cra, oy, el 
conjunto correspondiente (y (s)] es equicontinuo. Finalmente, si 
lx <C, tenemos 


o =sup [y (5) 1 <sup [IX (s, 01 |x() ldi < M @—a) |x ll- 


De manera que el operador (2) transforma todo conjunto aco- 
tado de Cía, 5, en un conjunto de funciones equiacotado y equi- 
continuo, es decir, relativamente compacto. 

4a. La exigencia de que los puntos de discontinuidad de la 
función K (s, 1) se encuentren sobre un número finito de curvas 
que intersectan Jas rectas s=const en un solo punto, es substan- 
cial. Sea, por ejemplo, 


1 para s< 
K(s, i)= 


O para s>4; 
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el operador (2) con este núcleo, que está definido sobre el cuadrado 
0<s, {<1 y que tiene por puntos de discontinuidad todo el 
y» 0<I< 1, transforma la función x( 


una función discontinua. 
4b. Si se toma K (s, £)=0 para t >s, el operador (2) obtiene 
la forma 


0 en 


s= fK t)x(t)dt. 6 


Admitiremos que la función K (s, 1) es continua para £< s; en- 
tonces, de lo dicho en el ejemplo 4 se deduce que el operador (5) 
es totalmente continuo en Cta, s1- 

Este operador se llama operador de Vollerra Y. 

Observación. Con la definición que hemos adoptado de opera- 
dor totalmente continuo puede resultar que la imagen de la bola 
unitaria cerrada no sea compacta (aunque es relativamente com- 
pacta). En efecto, consideremos en el espacio Cq-ı, 1, el operador 
de integración 


UA = | x(0 de 


según hemos demostrado más arriba, J es un operador totalmente 
continuo en Ci; 1). Tomemos 


0 para —1<!<O0, 
xa) nt para 0<t<t, 
Le 
l para <t<l 
En este caso, x,€Gí-1, 1 [xa ll =1 para todos los n e 
0 para —1 <t <0, 
Me 1 
Y) =D Te para 0< 1, 
1 1 
Eg, para $ <1< 1 
Está claro que la sucesión (4,) converge en C¡-,, 1 a la función 


p- f0 para —1<1<0, 
ID=] t para 0<1<1, 


1 Vitto Volterra, matemático italiano, autor de varias obras sobre 
Análisis Funcional y Ecuaciones Integrales. 
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que no es imagen (en la aplicación J} de ninguna función de 
Ci-1. 11» ya que la función y (f) es discontinua. 

Sin embargo, se puede demostrar que si el espacio es reflexivo 
(por ejemplo, de Hilbert) la imagen de la bola unitaria cerrada 
por una aplicación lineal totalmente continua es un compacto 
(para la demostración hay que valerse del resultado del ejercicio 

el punto 6 del $ 2). 


2°. Propiedades principales de operadores totalmente continuos. 


Teorema 1. Si {An} es una sucesión de operadores totalmente çon- 
tinuos en un espacio de Banach E que converge, según la norma, 
a un operador A, el operador A es también totalmente continuo. 


pemosrracion. Para probar la continuidad total del operador A 
bastará probar que cualquiera que sea la sucesión acotada xy 
Xo «0.1 Xar, ++. de elementos de E (lx, |] <C), se puede extraer 
de la sucesión (Ax,) una subsucesión convergente. 

Como el operador A, es totalmente continuo, de Ja sucesión 
[A,x,) se puede extraer una subsucesión convergente. Sea 


AP, P, ee AP, oa. (6) 


una sucesión tal que A,x} converge. Consideremos ahora la 
sucesión (A,x5P). De ella podemos también extraer una subsuce- 
sión convergente. Sea 


w a an 
A se aa 


tal subsucesión de la sucesión (6) que (A,xi) converge. Es evi- 
dente, entonces, que (4,x5) también converge. Razonando de 
un modo análogo, escojamos de la sucesión {x} una subsucesión 


ÓN 
tal que {4x9} converge, etc. Tomemos después la sucesión diagonal 


HO, O, P, 


Cada uno de los operadores A, Ap ..-, Ay -transforma 
esta sucesión en una convergente. Probemos que la sucesión {Axa} 
también converge. Con ello quedará demostrada la continuidad 
total de A. Como el espacio E es completo, bastará demostrar 
que (Axf”| es una sucesión fundamental. Tenemos 
I Ax — Axa” | <II Axa? — Axa” (¡+ 

HIA — A + | A — A) 


Escojamos primero k de manera que ||A—A,|| <5 y después 
busquemos un N tal que para todos los n > N y m> N se cumpla 
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la relación 
VARO Ap <E 


(esto es posible, ya que la sucesión (A,x%"”) converge). En estas 
condiciones, obtenemos de (7) que 


Ax? — Arg || <e 


para todos los n y m suficientemente grandes. El teorema queda 
demostrado, 

Es fácil comprobar que una combinación lineal de operadores 
totalmente continuos es de nuevo un operador totalmente con- 
tinuo. Por consiguiente, los operadores totalmente continuos for- 
man, en el espacio .7 (E, E) de todos los operadores lineales aco- 
tados, definidos en E, un subespacio lineal cerrado, 

Veamos ahora si el conjunto de operadores totalmente conti- 
nuos está cerrado respecto a la operación de multiplicación de 
operadores. Resulta que en este orden es válida una afirmación 
substancialmente más profunda. 


TEOREMA 2. Si A es un operador totalmente continuo y B un ope- 
| rador acotado, los operadores AB y BA son totalmente continuos. 


DEMOSTRACION. Si el conjunto MCE es acotado, BM también 
es acotado. Por consiguiente, ABM es relativamente compacto y 
esto significa precisamente que el operador AB es totalmente 
continuo, Además, si M es acotado, tenemos que AM es relati- 
vamente compacto y, debido a la continuidad de B, el conjunto 
BAM resulta también relativamente compacto, es decir, el ope- 
rador BA es totalmente continuo. El teorema queda demostrado. 


coroLario. En un espacio E de dimensión infinita un operador 
totalmente continuo no puede tener un inverso acotado, 

En efecto, en el caso contrario, el operador unidad / = A-'A 
sería totalmente continuo en E, lo cual es imposible (véase el 
ejemplo 1). 


Observación. El teorema 2 indica que los operadores totalmente conti- 


nuos forman en el anillo de todos los operadores acotados £ (E, E) un 
ideal bilateral Y. 


TEOREMA 5. El operador conjugado a un operador totalmente con- 
| tinuo es totalmente continuo. 


Demostracion. Sea A un operador totalmente continuo en un 
espacio de Banach E. Probemos que el operador conjugado A*, 


1 Un ideal (bilateral) de un anillo R es un subanillo A tal que, si 
aEX y rER, se tiene arEX y ragù. 
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que actúa en E*, transforma cada subconjunto acotado de E* en 
uno relativamente compacto. Como todo sul junto acotado de un 
espacio normado se encuentra en una bola, bastará demostrar 
que A* transforma cada bola en un conjunto relativamente com- 
pacto, Debido a la linealidad del operador A*, suficiente de- 
mostrar que la imagen A*S* de la bola unitaria cerrada S*E* 
es relativamente compacta. 

Consideremos los elementos de E* como funciones definidas 
no sobre todo el espacio E, sino solamente sobre el compacto AS, 
que es la adherencia de la imagen de la bola unitaria por la apli- 
cación A, Entonces, el conjunto ® de funciones, correspondientes 
a las funcionales que pertenecen a S*, será equiacotado y equi- 
continuo. En efecto, si || p|[< 1; tenemos 


rl sp Iele llsup | Axl <A 


(RIRS ell — S a" 

Por consiguiente, el conjunto ® es relativamente compacto en 
el espacio C(AS) (en virtud del teorema de Arzelá). Pero el 
conjunto ©, considerado con la métrica inducida por la métrica 
habitual del espacio de funciones continuas C (AS), es isométrico 
al conjunto A*S* (con la métrica inducida por la norma del 
espacio E*). En efecto, si gı, g.€S*, se tiene 
114*g,—A*g, ll =sup (4%, Ag = 


=sup 2, —8 Ar] sup (8, —8,2)|= 
= sip Kes — gu 2| =P (Lv 8). 


Como 0 es relativamente compacto, es totalmente acotado; lue 

es también totalmente acotado el conjunto A*S* isométrico a él. 
Por esto A*S* es relativamente compacto en E*. El teorema 
queda demostrado. 

Observación. No es difícil comprobar que el conjunto ® es 
cerrado en C(AS), de manera que es compacto; por eso también 
es compacto el conjunto A*S*, aunque (como se deduce de la 
observación hecha en la pág. 254) la imagen por una aplicación 
totalmente continua arbitraria de la bola cerrada unitaria puede 
no ser un compacto. La situación en el teorema que acabamos 
de demostrar difiere de la general en que la bola cerrada unita- 
ria S* de E* es compacta en la topología «-débil del espacio E* 
(véase el teorema 3 del $ 3). De aquí se deduce precisamente la 
compacidad (según la métrica del espacio £*) de la imagen del 
conjunto S* para cualquier operador totalmente continuo. 


9 m2180 
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EJERCICIOS. |, Sea A un operador lineal acotado en un espacio de Banach, 
Demuéstrese que siendo el operador A* totalmente continuo, el operador Á 
es también totalmente continuo. 

2. Para que un operador lineal A en un espacio de Hilbert / sea to- 
talmente contínuo es necesario y suficiente que su operador conjugado (de 
Hermite) A* sea totalmente continuo. 


+ 8% Valores propios de un operador totalmente continuo. 


TEOREMA 4. Todo operador totalmente continuo A en un espacio 
de Banach E tiene para cualquier p >0 sólo un número finito 
de vectores propios linealmente independientes, correspondientes 
a valores propios, cuyos valores absolutos no son mayores que p. 


DEMOSTRACION. Observemos, ante todo, que el subespacio inva- 
riante E,, compuesto por todos los vectores propios del operador A 
que corresponden a un valor propio A no nulo, es de dimensión 
finita. En efecto, si fuese E, de dimensión infinita, el operador A 
no sería totalmente continuo en el subespacio E, y, por consi- 
guiente, en todo el E también. Por eso, para terminar la demos- 
tración del teorema bastará probar que, si /?,) es una sucesión 
arbitraria de valores propios, diferentes dos a dos, de un operador 
totalmente continuo A, se tiene )»,—0 para n—oo. A su vez, 
para ello es suficiente probar que no existe una sucesión infinita 
de valores propios (?.,), diferentes dos a dos, tal que la sucesión 


=) sea acotada. Supongamos que existe tal sucesión y sca xy 


a 
el vector propio correspondiente al valor poe An Los vectores 
Xy Xq»» -- Son linealmente independientes ”. Sea É (n= T m 
el subespacio generado por los vectores Xi»... X,, es decir, sea 
E,, el conjunto de todos los elementos de tipo 

n 


y= Y ary 


G 


Para cada y€ E, tenemos 


5 2 ii à 
y—7Ay= Y a — Im Bs (1 $) No 


de donde se ve que 
oh Ay€ Esos: 


3 La independencia lineal de los vectores correspondientes a diferentes 
yalores propios de un operador, que actúa en un espacio normado, se demues- 
tra igual que para los operadores en un espacio de dimensión finita (véase, 
or, ejemplo, Kurosch A. G., Curso de Algebra Superior. Editorial MIR, 
Mosci, 1368, pág. 213.) 
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Escojamos una sucesión {y„} de manera que 
DEL: 2) lg ll=1: 3) P Um En-)= ini yx >, 


(la existencia de una sucesión de este tipo ha sido demostrada 


en el lema de la pág. 250). Si la sucesión dp es acotada, enton- 


ces, 1 es una sucesión acotada en E. Pero, al mismo tiempo, 


la sucesión { a(%2)) no contiene ninguna subsucesión conver- 
gente, ya que para cualesquiera p >g 


lala llo laata Ge) 
puesto que y,—+ Ay) HA (52) € E,- La contradicción obte- 
nida demuestra el teorema. `° 


4°, Operadores totalmente continuos en un espacio de Hilbert, 
En lo que precede hemos tratado de operadores totalmente con- 
tinuos en un espacio de Banach arbitrario. Ahora completaremos 
nuestra exposición con algunos resultados referentes a operadores 
totalmente continuos en un espacio de Hilbert. 

Hemos llamado un operador A totalmente continuo, cuando 
transforma todo conjunto acotado en uno relativamente compacto. 
Como H= H*, es decir, H es el espacio dual a uno separable, 
todos los conjuntos acotados de él (y solamente ellos) son débil- 
mente compactos. Por consiguiente, un operador totalmente con- 
tinuo en un espacio de Hilbert puede definirse como un operador 
que transforma un conjunto débilmente compacto en un conjunto 
relativamente compacto según la topología fuerte. Finalmente, resulta 
cómoda, a veces, la siguiente definición de un operador totalmente 
continuo en un espacio de Hilbert: un operador 4 se llama total- 
mente continuo en H, cuando transforma toda sucesión débil- 
mente convergente en una convergente fuertemente. 

En efecto, supongamos que esta condición se cumple y 
sea M un conjunto acotado de H. Cada subconjunto infinito del 
conjunto M contiene una sucesión débilmente convergente. Si 
ésta se transforma en una sucesión fuertemente convergente, AM 
es compacto. Viceversa, sean A un operador totalmente continuo, 
xa} una sucesión de convergencia débil y x su límite débil. 

ntonces, (Ax,) contiene una subsucesión que converge fuerte. 
Al mismo tiempo, debido a la continuidad de A, (Ax) converge 
débilmente hacia Ax, de donde se sigue que /Ax,) no puede 
tener más de un punto de acumulación. Por consiguiente, ¿Ax,) 
es una sucesión convergente. 


y 
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5°. Operadores autoconjugados y totalmente continuos en H. 
Para el caso de operadores lineales autoconjugados, que actúan 
en un espacio euclídeo de dimensión finita, se conoce el teorema 
sobre la reducción de la matriz de una transformación lineal de 
este tipo a la forma diagonal respecto a una base ortonormal. 
En este punto demostraremos un teorema que representa la gene- 
ralización de este resultado al caso de operadores autoconjugados 
y totalmente continuos en un espacio de Hilbert. Los resultados 
de este punto son válidos tanto para el espacio de Hilbert real, 
como complejo. Para concretar, admitiremos que H es complejo. 

Demostremos, ante todo, algunas propiedades de los vectores 
y valores propios de operadores autoconjugados en H, que son 
además, totalmente análogas a las propiedades correspondientes 
de operadores autoconjugados de dimensión finita. 

1]. Todos los valores propios de un operador A, autoconjugado 
y acotado en H, son reales. 

En efecto, sea Ax=2x, [|x|] +0; entonces, 


de x)= (Ax, x)= (x, Ax)= (x, x)= h(x, x), 


de donde 4=1. 

II. Los vectores propios de un operador autoconjugado y aco- 
ado correspondientes a diferentes valores propios, son ortogo- 
nales. 

Efectivamente, si Ax=Ax, Ay=py y hp, tenemos 


A(x, y)= (Ax, y)= (x, Ay)= y, py)= p (%, Y), 


de donde (x, y)=0. 
Demostremos ahora el siguiente teorema fundamental. 


TEOREMA 5 (Hilbert—Schmidt). Para cualquier operador lineal A 
autoconjugado y totalmente continuo en un espacio de Hilbert H 
existe un sistema ortonormal (q,) de vectores propios, corres- 
pondientes a los valores propios (+) tal que cada elemento E€ H 
se puede escribir de manera única en la forma 

ES Datos 
donde el vector Y! verifica la condición AE' =0; además, 
AE= Dic 
Y 
limh, =0 (n > o0). 


Para demostrar este teorema principal necesitaremos de las 
siguientes proposiciones auxiliares. 
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LEMA 1. Si {$u} converge débilmente hacia E y el operador A es to- 
talmente continuo, se tiene 
QE) = (Ain Ea) — (45, E= O). 
DEMOSTRACION. Para cualquier n 
[Abr E (AE, ES NAEn E) —(AE, EHAE, E) —(4E, Bl 
Pero 


(AE, E) — (AE, 8a) < IEn I A Ca — D 
(Ain, EY—(45, Dl=16, 46,3) < 1511-14 E, E 


y, como los números [|E,I] son acotados y [| A (E, —E)|—0, te- 


nemos 
(AE, E) — (AE, E) —0, 
que es lo que se queria demostrar. 
LEMA 2. Si una funcional 
1061=(45, El, 


donde A es un operador lineal autoconjugado y acotado, alcanza 
un máximo en el punto E, de la bola unitaria, entonces 


Er =0 
implica que 
(Ao 1) =(E A =0. 
DEMOSTRACION. Es obvio que |)E, ]|=1. Tomemos 
E > S 
VET * 
donde a es un número complejo arbitrario. De [JE,!]=1 se sigue 
que 
lléli=1. 
Como 
Lar (06) +24(4,, n) +a (1), 
para valores pequeños de a tenemos 
Q (E) =Q (E) + 2a (45, 1) +0 (0°). 
De la última igualdad se ve claramente que si (Ae, m) 360, se 


puede escoger a de manera que |Q (Œ) >1Q Œ| y esto contra- 
dice a la condición del lema. 
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Del lema 2 se deduce inmediatamente que si [Q (E) alcanza 
un máximo para ¿=E,, entonces, E, es un vector propio del 
operador. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Construiremos los vectores , por 
inducción en el orden de decrecimiento de los valores absolutos 
de sus correspondientes valores propios 

AlS >| >... 
Para” construir el elementoY q, consideremos la expresión 
Q (E)|=1(48, E)] y demostremos que alcanza un máximo sobre 


la bola unitaria. 
S= sup KAS, 8 
ES 


y sea En En... una sucesión tal que [lE,[]=1 y 
AE,» En] —S para n— oo. 
Como la bola unitaria es débilmente compacta en H, se puede 


escoger de (E,) una subsucesión que converge débilmente hacia 
un elemento y. En este caso ||n!| <1 y, en virtud del lema 1 


KAn, mi=8. 


Tomaremos por «p, el elemento n. Está claro que || n || es exacta- 
mente igual a 1. (En efecto, sea ņn=n, y Im [| <1. Tomemos 


ni entonces, [|1[|=1 y |(An, n)| >S, lo que contradice a 
la definición de S.) Además, 

Agi = hata 
de donde a 


(|= AL (Aya pl =S. 


Supongamos ahora que se han construido ya los vectores propios 
Pr Pr veer Fer 
correspondientes a los valores propios 
AE OA 
Consideremos la funcional 


148, E)! 
sobre el conjunto de elementos pertenecientes a 
Mi= HOM (Pr Po + Pa) 


(es decir, ortogonales a Pu Ọa ---> Qu)» tales que [El < 1. 
M, representa un subespacio invariante respecto de A (ya que 
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M (Po Pas - -+> Pa) es invariante y A es autoconjugado). Aplicando 
a M; los razonamientos anteriores, encontraremos en M, un vector 
propio del operador A; denotémoslo mediante p+,- 

Se puede dar dos casos: 1) después de un número finito de 
pasos obtendremos un subespacio M4, en el cual (A$, Ẹ)= 0; 
2) (45, E) 40 sobre M, para todo n. 

En el primer caso, el lema 2 implica que el operador A trans- 
forma M;, en cero, esto es, que M;, consta solamente de los 
vectores propios correspondientes a 2=0. El sistema construido 
de vectores (p,) consta de un número finito de elementos. 

En el segundo caso, obtendremos una sucesión (p,) de vectores. 
propios para cada uno de los cuales A, 0. Probemos que A, —0. 
La sucesión (pa) (como cualquier sucesión ortonormal) converge 
débilmente hacia el cero y por esto los elementos AQ, =2Qn 
deben converger, según la norma, ¡hacia el cero, de donde 


dy = || Arpa, I| — 0. 
a a l 
M' = HO M (9,)= f Mala 0. 


Si 5EM’ y 0, tenemos 
(48, E) < hp llë lt paraztodo n, 


(A5, E)=0, 


de donde, en virtud del lema (para max |(4E, E) |= 0) aplicado 
a M', obtenemos A¿==0, es decir, el operador A transiorma el 
subespacio M' en cero. 
De la construcción del conjunto (9), está claro que todo 
vector se puede representar en la forma 
E= Jett, donde AE'=0, 


deMdonde seEdesprende que 

AE = EMC 
Elgteorema queda demostrado. Este teorema desempeña un papel 
fundamental en la teoría de Ecuaciones Integrales, de las cuales 
hablaremos en el capítulo X. 

Observación. El teorema demostrado significa que para todo 
operador autoconjugado y totalmente continuo A de H existe 
una base ortogonal del espacio H compuesta por los vectores 
propios de este operador. En efecto, para obtener una base de este 
tipo bastará completar el sistema de vectores propios (q,,) construido 
en la demostración del teorema con una base ortogonal arbitraria 
del subespacio M’ que es transformado por el operador A en el 


es"decir, 
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cero. En otras palabras, obtenemos aquí un resuitado completa- 
mente análogo al teorema sobre la reducción de la matriz de 
un operador autoconjugado de dimensión finita a la forma dia- 
gonal en una base ortogonal. 

Para los operadores no autoconjugados de un espacio n-di- 
mensional esta reducción es, en general, imposible, sin embargo, 
es válido el siguiente teorema: toda transformación lineal en un 
espacio n-dimensional tiene al menos un vector propio. Es fácil 
ver que esta proposición no es extensible a operadores totalmente 
continuos en H. He aquí un ejemplo correspondiente. Considere- 
mos en l, el siguiente operador A: 


Ax= A (Xp žo > =(0, tpp oo Je 
Este operador no tiene ningún vector propio. En efecto, si 
Ax=2x, 
se tiene 
de donde x, =x,=...=0, 


CAPITULO 
V 


ELEMENTOS 
DEL CALCULO DIFERENCIAL 
EN ESPACIOS LINEALES 


En las cuestiones del Análisis Funcional que hemos tocado 
en los capitulos anteriores el papel principal correspondió a los 
conceptos de funcional lineal y operador lineal. Sin embargo, 
algunos problemas que surgen en el Análisis Funcional tienen 
un carácter sustancialmente no lineal e imponen la necesidad de 
desarrollar, junto al Análisis Funcional «lineal», el Análisis 
Funcional «no lineal», es decir, estudiar funcionales no lineales 
y operadores no lineales en espacios de dimensión infinita. Al 
Análisis Funcional no lineal pertenece, de hecho, una rama clá- 
sica de las Matemáticas que es el Cálculo de Variaciones, cuyos 
fundamentos fueron dados ya en los siglos XVII y XVIII en 
las obras de Bernoulli, Euler, Legendre y Jacobi. No obstante, 
el Análisis Funcional no lineal representa, en su conjunto, una 
rama relativamente moderna de las Matemáticas, aún muy lejos 
de su culminación. En este capítulo expondremos algunos con- 
ceptos primarios referentes al Análisis Funcional no lineal, prin- 
cipalmente, a la teoría de diferenciación, asi como algunas aplica- 
ciones de estos conceptos. 
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1°. Diferencial fuerte (diferencial de Fréchet). Sean X e Y dos 
espacios normados y F una aplicación que actúa de X en Y y 
está definida sobre un subconjunto abierto O del espacio X. 
Diremos que esta aplicación es diferenciable en un punto dado 
1€0. cuando existe un operador lineal acotado L,€.Ẹ (X, Y) 
al que 


F(x+h)—F (x)= Le (h)+a(x, h), (1) 
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Lar Kil e 

221,0 para |A |—0. (2) 
La expresión L, (1) (que para cada AEX representa, evidente- 
mente, un elemento del espacio Y) se liama diferencial fuerte 
(o diferencial de Fréchet) de la aplicación F en el punto x. El 
propio operador lineal L, se llama derivada, más precisamente, 
derivada fuerte de la aplicación F en el punto x. Denotaremos 
esta derivada mediante el símbolo F'(x). 

Si la aplicación F es diferenciable en el punto x, la derivada 
correspondiente se determina de manera única. En efecto, sea 


F (x+ h)—F (x)= LP (h) +o (x, =P) +a, (x, h): 


entonces, 


donde 


LP (M=LP (1) =a, (x, Ae (e, A) 
y, en virtud de (2), 
MLP LPA o para] ino. B 


Pero, si para algún h se tiene 
w mil 
lez mz (ll 170, 


tendremos para cualquier e40 


ILE (eh) LP tem ll g 
A h, 


y la relación (3) no se cumple. 

Señalemos ahora algunos resultados elementales que se dedu- 
cen directamente de la definición de la derivada. 

1. Si F(x)=y,=const, se tiene F'(x)=0 (es decir, F’ (x) es, 
en este caso, el operador nulo). 

2. La derivada de una aplicación lineal continua L es esta 
misma aplicación. 

En efecto, tenemos, por definición, 


L+) — Li) = L lh) 


Menos obvio es el siguiente resultado importante. 

3. (Derivada de una función compuesta). Sean X, Y y Z tres 
espacios normados, U (x,) una vecindad del punto x,€X, F una 
aplicación continua de esta vecindad en Y, y,=F (xo), V (yo) una 
vecindad del punto y,€Y y G una aplicación continua de esia 
vecindad en Z. Entonces, si la aplicación F es diferenciable en el 
punto x, y G es diferenciable en el punto y, la aplicación H=GF 
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(que está definida y es continua en una vecindad del punto xp) 
es diferenciable en el punto x, y 


H'(x)=6 (y) F' (xa). 4) 
Efectivamente, de acuerdo con las suposiciones hechas 
F(x +E)=F (x) +F (10) 540, È) 


Giy +n =G ly) +C (40) +0, (m). 

Pero, F'(x,) y G' (Y) son operadores lineales acotados. Por eso 

H (x+) =G lt w) E+ 6) = 

=G (y) +G' (y (F' (x)5+0, 6) +0. (F' (2) E+ 0, (E) = 

=G (Yo) +6 (yo) F" (x0) 5+0, (E). 
Siendo F, G y H funciones numéricas, la fórmula (4) se convierte 
en Ja conocida regla de diferenciación de una función compuesta. 
4. Sean F y G dos aplicaciones continuas que actúan de X en Y. 
Si F y G son diferenciables en el punto x,, las aplicaciones F -+ G 
y aF (a es un número) son también diferenciables en este punto y 


(F +0) (a) = F (x) +6 (xa) (5) 
(aFY (x)= aF" (x4). (6) 
En efecto, de las definiciones de suma de operadores y de 
producto de un operador por un número, obtenemos inmedia- 
tamente que 
(F +O) 4) = F (xo tA) +G (xo Hh) = 
=F (x) +G (2) 4F (x) 4-6" (x) h + 0, (h) 


aF (x, +h) = aF (x)+aF" (x,)h +0, (h) 
de donde se deducen las igualdades (5) y (6). 


2. Diferencial débil (diferencial de Gato). Sea de nuevo F 
una aplicación que actúa de X en Y. Se llama diferencial débil, 
o diferencial de Gato, de la aplicación F en el punto x al límite 


DF (x, h) = SpF (0+ th) h ¿Slim EH, 


y 


y 


donde la convergencia se entiende como la convergencia según 
la norma del espacio Y. 

La diferencial débil DF (x, h) puede no ser lineal respecto a h. 
Si esta linealidad tiene lugar, es decir, si 


DE (x, h)= F; (x}h, 
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donde F;(x) es un operador lineal, este operador se llama deri- 
vada débil (o derivada de Gato). 

Señalemos que para las derivadas débiles no se cumple, como 
regla general, el teorema sobre la diferenciación de una función 
compuesta. (Dése un ejemplo). 


3°. Fórmula de incremento finito. Supongamos que O es un 
conjunto abierto de X y que el segmento [x,, x] está contenido 
integramente en O. Sea, además, F una aplicación de X en Y, 
definida sobre O, que tiene derivada débil F; en cada punto 
del segmento [x,, x]. Poniendo Ax=x-—x, y tomando una fun- 
cional arbitraria y € Y”, consideremos la función numérica 


HO =09(F.(% +14), 


definida para 0 < t< 1. Esta función es diferenciable respecto a £. 
Efectivamente, en la expresión 


FEAD —E l) _ ¿E (0041 Axt Ar Ax) —F (xatt Ax) 
Ar á AY 


se puede pasar al límite bajo el signo de la funcional lineal 
continua q. Tendremos, entonces, 


Fl) =p (Falto +t Ax) (Ax). 


Aplicando en el segmento [0, 1] a la funcion f la fórmula 
de incremento finito, encontraremos 


F(1)—F(0)=f" (0), donde 0<0< 1, 
(F (x)—F (x))= 4 (Fe (xo + 0Ax) (Ax). (7) 


Esta relación tiene lugar para cualquier funcional q € Y* (el va- 
lor © depende, claro está, de q). De (7) obtenemos 


lo (E wF EISIN sup 11 Fer +04 [1-11 Axl]. (8) 
Escojamos ahora una funcional no nula q de manera que 
PE (A —F (0) = lle 111 F()—F (xa) I 


(tal funcional y existe en virtud del teorema de Hahn-—Banach). 
Entonces, obtenemos de (8) 


FF) sup [| Fe(x)+0A4x)!1+[] Ax ]] (Ax =x—x5). (9) 
Peor 


es decir, 


Esta desigual dad puede ser considerada como un análogo del teo- 
rema del valor medio para las funciones numéricas. 
Aplicando la desigualdad (9) a la aplicación 


x— F (x)— Fi (xa) (Ax), 
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obtendremos la desigualdad siguiente: 


ILF (x) —F (x0) — F6 (x0) (Ax) || < 
< 31) Fi (xo +94x)—Fe(xp) |l- Ax ll. (10) 


4. Relación entre las diferenciabilidades débil y fuerte. Las 
diferenciabilidades débil y fuerte constituyen conceptos diferentes 
incluso en el caso de espacios de dimensión finita. Efectivamente, 
es bien conocido del Análisis que para una función numérica 


F= i «1 Xa) 
la existencia de la derivada 
5 fith) 


para cualquier A= (h, h,) fijo no implica aún, en el caso 
de n>2, la diferenciabilidad de esta función, es decir, la posi- 
bilidad de representar su incremento f (x +A) —f (x) como la suma 
de una parte lineal (respecto a A) y un miembro infinitésimo de 
orden superior al primero respecto a |A]. 

Como ejemplo elemental, puede servir aquí la función de dos 
variables 


Hr) Í 


Esta función es continua en todo el plano, incluido el punto 
(0, 0). Tiene diferencial débil en el punto (0, 0), ya que 


im LOEO y, thiha N 
ES lim (mhad E a) es 


Sin embargo, esta diferencial no constituye la parte lineal prin- 
cipal del incremento de la función (11) en el punto (0, 0). En 
efecto, sea 


E 
Ad cuando x} +x} 20, 
0, cuando x,=x,=0. 


(11) 


% 
o0, 1) =1 (04) Oi Hh) 
+ 
Entonces, tomando h,=hf, tendremos 
lim 200 tim LL oh 0. 
naneo TA mo AVATAR 4% 


AJ mismo tiempo,si una aplicación F es diferenciable en el senti- 
do fuerte, es diferenciable también débilmente y, además, las dife- 
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renciales fuerte y débil coinciden. Efectivamente, para una 
aplicación fuertemente diferenciable, tenemos 
F (x+ th)}—F (x)= F' (x) (th) + 0 (th) =4F' (x) (10) +0 (th) 


TON 


Busquemos las condiciones en las cuales la diferenciabilidad 
débil de una aplicación F implica su diferenciabilidad fuerte. 


TEOREMA 1. Si la derivada débil F,(x) de la aplicación F existe 
en una vecindad U (x,) del punto x, y representa en esta vecindad 
una función continua (operadora) de x, la derivada fuerte 
F' (xp) existe en el punto x, y coincide con la débil. 


DEMOSTRACION. Por hipótesis, la aplicación F tiene derivada 
débil, esto es, DF (xa, h)=F¿(x,)h. Escojamos A de manera que 
Xa +hEU (xo) y consideremos la expresión 


lt h)= F (x, 4h) —F (19) —F: (xo) h. (12) 
Si e es ahora un elemento arbitrario del espacio y* dual a Y, 
obtenemos de (12) 

(O (xo A), e)= (F (xo +A)—F (xo), €) —(Fo(%o)h, e). (13) 
Consideremos la función f(t)=(F (x,-+ th), e) de argumento nu- 
mérico t. Esta función es diferenciable respecto a £ y para ella 
df 


4 F(xy+ th-+ Ath)—F (xp +14) 7 
da ATAN ESA dja 
En lim ( 7i - . e)= Fite +th) h e). 


y 


Por eso, aplicando a f la fórmula de incremento finito, podemos 
escribir la igualdad (13) en la forma 


(O (xa, A), e) = ([Fe (x0 + th) —Fe(xo)] A, €), (13) 


donde 0<1<l. Para un A fijo, el elemento eEY* se puede 


escoger de manera que llel=1 y que se cumpla la desigualdad 


oleo Aie > 110 o ANNE => lo (o, AN- 


De aquí y de la igualdad (13) encontramos que 
lo (xos AIS 211 Fe (xa + Th) — F4 (x0) + lhi- 


Pero F(x) es, por hipótesis, una función operadora continua 
de x; por eso, 


lim || F; (xe +14) —F; (x) | =0, 
hao 
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de manera que ll (x,, A)|] es una infinitésima de orden superior 
al primero respecto a llhil, es decir, F2(x,)k constituye la parte 
principal de la diferencia F(x, +A)—F (xs). Con esto queda 
demostrado tanto la existencia de la derivada fuerte F’ (x,) como 
su coincidencia con la derivada débil. En lo sucesivo conside- 
raremos, siempre que no se diga lo contrario, aplicaciones dife- 
renci les en el sentido fuerte y, por consiguiente, también en 
el débil. 


5”. Funcionales diferenciables. Hemos introducido el concepto 
de diferencial de una aplicación F que actúa de un espacio normado X 
en otro espacio normado Y. La derivada F' (x) de esta aplicación 
representa para cada x un operador lineal de X en Y, esto es, 
un elemento del espacio .P(X, Y). En particular, si Y es la 
recta numérica, F es una función sobre X que toma valores 
numéricos, es decir, una funcional. En este caso, ja derivada de 
la funcional F en el punto x, es una funcional lineal (que de- 
pende de xp), es decir, un elemento del espacio X*. 

Ejemplo. Consideremos en el espacio de Hilbert real H la 
funcional F (x)=|[x]]*, Entonces, 


lc? — al 2 (x, A) + 111% 


la expresión 2 (x, y) constituye la parte lineal principal de esta 
expresión y, por consiguiente Y, 


F' (x)= F; (xX) = 2x. 


z 


Ti 


EJERCICIO. Calcůlese la derivada de la funcional [|x| (Respuesta 


para x 0; para x=0 no existe). 


6°. Funciones abstractas. Supongamos ahora que el espacio de 
argumentos X coincide con la recta numérica. La aplicación F(x) 
que pone en correspondencia al número x un elemento de un 
espacio de Banach Y se llama función abstracta. La derlvada de 
una función abstracta F'(x) (si es que existe) representa (para 
cada x) un elemento del espacio Y. Para una función abstracta 
(que representa una función de un argumento numérico) la dife- 
renciabilidad débil coincide con la fuerte. 


7. Integral. Sea F una función abstracta de argumento real 
t con valores en un espacio de Banach Y. Si F está definida 
sobre un segmento [a, 6], se puede definir la integral de la 


Y Basándonos en el teorema sobre la expresión géneral de una funcio- 
nal lineal continua en un espacio de Hilbert, identificamos aqui las funcio- 
nales de H* con los elementos correspondientes de H. 
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función F en el segmento [a, b]. Esta integral se comprende 
como el límite de las sumas integrales 


E Ft) 


correspondientes a las particiones 
at Lh <...<to=0, BE fie tesi) 
cuando max|t,,,—f,|-—0. Esta integral (que representa, evi- 
dentemente, un elemento de Y) se denota mediante el símbolo 
è 
Ñ F() dt. 
Razonamientos, análogos a los empleados pi funciones que 
toman valores numéricos, demuestran que la integral de una 
función continua sobre un segmento existe; además, ella tiene 
propiedades análogas a las propiedades de la integral corriente 
de Riemann. Señalemos entre estas propiedades las siguientes. 
1, Si U es una aplicación lineal continua fija del espacio Y 
en un espacio Z, se tiene 


b b 
JUE (Qdt=U | Fee. 
2. Si F(t) es de la forma f(f) ya donde f es una función 
numérica e y, un elemento fijo de Y, se tiene 


è i 
$ EE) de= y $ FO dt. 


a [izoa|<jiro ja 


Sean X e Y de nuevo espacios normados y sea BC(X, Y) el 
espacio lineal de todas las aplicaciones continuas acotadas ” de 
X en Y. En el espacio BC(X, Y) se puede introducir una topo- 
logia tomando por vecindades del cero los conjuntos 


Un, e=[F: sup UF I<e 
Nua 
Esta topología coincide en el subespacio 2 (X, Y) = BC(X, Y) 


u Una aplicación F: X— Y se llama acofada, cuando para todo con- 
junto acotado Q © X el conjunto F (Q) es acotado en Y. Una aplicación 
continua no lineal no es necesariamente acotada. 
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de todas las aplicaciones lineales continuas de X en Y con la 
topología corriente de 4 (X, Y) definida por la norma de opera- 
dor. Sea J= [Xe x,+Ax] un segmento rectilíneo de X. Supon- 
gamos dada una aplicación continua de este segmento en el 
espacio BC(X, Y), es decir, supongamos ea cada punto x€j 
se ha asignado una aplicación F(x)EBC(X, Y) que depende 
continuamente del parámetro vectorial x€ J. Entonces, se puede 
definir la integral de F (x) en el segmento J, tomando 
nta 1 
| Fajar= ilec+1a0 aca (14) 
ES f} 

(aquí F(x,+tAx) Ax es para cada £E[O, 1] un elemento del 
espacio Y, precisamente la imagen del elemento Ax € X mediante 
la aplicación F (x,-+1Ax). Está claro que la integral que figura 
en el miembro derecho de la fórmula (14) existe y representa un 
elemento del espacio Y. 

Apliquemos estas ideas al problema de reconstrucción de una 
aplicación a partir de su derivada. 

Consideremos una aplicación F que actúa de X en Y y que 
tiene en el segmento [x, xo+ Ax] derivada fuerte continua 

zerar 
F'() € Z (X, Y). Entonces, existe la integral È F'(x)dx. De- 
da 
mostremos que tiene lugar la igualdad 
pS 


| P (x)dr=F (x, + A9—F (20) (15) 


ue generaliza la fórmula de Newton-Leibniz. En efecto, por 
lefinición, 


retar nal 


| Paya lim Y F (xot Ax MA) (lt) = 
à -oi 
O U 


donde ¿=xo+L¿4x, Axp= (trs — la) Ax y A= max (frp — ti). 


Pero, al mismo tiempo, para cualquier partición del segmento 
0<t<1 tenemos 


Flotan F = 3 (P+F +181)= 


E 
- A [FF 
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De la fórmula (10) de incrementos finitos, encontramos 
ki A 
[Sir d F 69" 9 a| < 


nat C 
<Il Axil 2 (les Ta) sup || F’ (£u +94 x,) —F' (Xp) ll. (16) 


Como la derivada F’ es continua y, por consiguiente, también 
uniformemente continua sobre el segmento [Xe xp-+ Ax], el 
miembro derecho de la desigualdad (16) tiende a cero, cuando 
disminuyen indefinidamente las longitudes de los elementos de la 
partición del segmento [xe x,+Ax], y de aquí se sigue la 
igualdad (15). 


8”. Derivadas de órdenes superiores. Sea F una aplicación 
diferenciable que actúa de X en Y. Su derivada F'(x) es, para 
cada x€X, un elemento de .P (X, Y), es decir, F’ es una apli- 
cación del espacio X en el espacio de operadores lineales .7 (X, Y). 
Si esta aplicación es diferenciable, la derivada correspondiente 
a ella se llama segunda derivada de la aplicación F y se denota 
mediante el símbolo F”, De manera que F”(x) es un elemento 
del espacio .2(X, Z (X, Y)) de operadores lineales que actúan 
de X en Z (X, Y). Probemos que Jos elementos de este espacio 
admiten una interpretación más cómoda y más clara a partir de 
las así llamadas aplicaciones bilineales. 

Decimos que se tiene una aplicación bilineal B del espacio X 
en el espacio Y, cuando a cada par ordenado de elementos x, x” 
de X corresponde un elemento y= B(x, x')€Y de manera que 
se cumplen las siguientes condiciones: 

1) para cualesquiera X,, Xy, xi, x4 de X y cualesquiera núme- 
ros a, B se verifican las igualdades: 

B(ax,+Bxp x)=0B(x, 9 +PB (Xp x’), 
B(x, ax + Bx) =aB (x, x)+BB(x, x); 
2) existe un número positivo M tal que 
ILB (x, 1 SMN 0 (17) 
para todos los x, x’ €X. 

En otras palabras, la primera de estas condiciones significa 
que la aplicación B es lineal respecto a cada uno de sus dos 
argumentos; no es difícil comprobar que la segunda condición 
«equivale a la continuidad de B respecto ai conjunto de argumentos. 
El menor de los números M que satisface la condición (17) se 
llama norma de la aplicación bilineal B y se denota con ||B I|. 
De una manera evidente se definen las operaciones lineales para 
aplicaciones bilineales que tienen las propiedades habituales. 
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De esta forma, las aplicaciones bilineales del espacio X en el 
espacio Y constituyen un espacio lineal normado que denotaremos 
con B(X, Y). 

A cada elemento A del espacio Z (X, Z(X, Y)) se puede 
poner en correspondencia un elemento de B(X", Y), tomando 


B{x, x)= (Ax) x’. (18) 


Es obvio que esta correspondencia es lineal. Probemos quee 
además, isométrica y transforma el espacio -2 (X, 2 (X, Y) en 
todo el espacio B(X?, Y). En efecto, si y=B(x, x')=(Ax)x", 
tenemos 

IyI<SIAx il e SANAA 
de donde 


1BI SIA! (19) 


Por otro lado, dada una aplicación bilineal B, la aplicación 
x’ — (Ax) x' = B (x, x') p para un x€X fijo, una aplicación 
lineal del espacio X en Y. 

Por consiguiente, a cada x€X se pone en correspondencia 
un elemento Ax del espacio Z (X, Y); es obvio aue, Ax depende 
linealmente de x, es decir, que la aplicación bilineal B define 
un elemento A del espacio 2 (X, Z (X, Y)). Además, está claro 
ge la aplicación B se reconstruye a partir de A mediante la 
fórmula (18) y que 


== "j= B(x, x”) A 
1Ax Il me N (Ax) x’ 1i >e M o IKBN 


de donde 
NAN<IBI. (20) 


Comparando (19) y (20), obtenemos 1a anaig Bil. De modo que 
la correspondencia entre B(X?, Y) y P(X, Z (X, Y)) definida 
por la igualdad (18) es lineal e jedmiétrica y, por consiguiente, 
biunívoca. Además, la imagen del espacio EE L(X, Y) es 
todo el espacio B(X?, Y). 

Hemos visto que la segunda derivada F” (x) es un elemento 
del espacio .P(X, Z (X, Y)). De acuerdo con lo expuesto podemos 
considerar que F” (x) es un elemento del espacio B (X°, Y) 

Veamos algunos ejemplos. Sean X e Y espacios euclideos de 
dimensión finita, m y n respectivamente. Entonces, toda aplica- 
ción lineal de X en Y se puede definir mediante una (mxn)= 
= matriz. De manera que la derivada F'(x) de la aplicación F, 
que actúa de X en Y, es una matriz (dependiente de x€ X). Si 
en X e Y se escogen unas bases, digamos, 


is ses Eg en X y fo... fa en Y, 
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tendremos 


Ea e a Pas 


A 
y en este caso 
OREA a 
dx, dx, k a| 
Faj =\ > .. 
| zs ve 
Nil xn 


La segunda derivada F*(x) se determina por un conjunto de 
mxmxn valores h= day" Este conjunto de valores a) puede 


ser considerado o bien como una aplicación lineal del espacio X 
en el espacio Z (X, Y) definida por 


bj= A atxi 


o bien como una aplicación bilineal del espacio X en Y definida 
mediante la fórmula > 


a 
a E ao 


De una manera análoga se puede introducir el concepto de 
tercera, cuarta y, en general, n-ésima derivada de la aplicación F, 
que actúa de X en Y, definiendo la n-ésima derivada como la 

lerivada de la derivada de orden (n— 1). Es o qe la n-ésima 
derivada constituye un elemento del espacio Z (X, .P(X, ..., 
Z (X, Y)). Repitiendo los razonamientos, empleados para la 
segunda derivada, se puede asignar de un modo natural a cada 
elemento de este espacio un elemento del espacio N(X", Y) de 
las aplicaciones n-lineales de X en Y. Por una aplicación n-lineal 
se entiende aqui una correspondencia y =N (x', x", ..., x™) entre 
los sistemas ordenados (x”, x”, x™) de elementos de X y los 
elementos del espacio Y que es lineal respecto a cada x', cuando 
son fijos los elementos x’, ..., AUD, xi, m, y que 
verifica para un M >Q determinado la condi 
IN A MSM AAA la 

Por consiguiente, la n-ésima derivada de la puc F se puede 
«considerar como un elemento del espacio N (X”, Y). 

9°. Diferenciales de orden superior. Hemos definido la diferen- 
cial (fuerte) de una aplicación F como el resultado de aplicar al 
elemento kE X el operador lineal F'(x): dF =F" (x) (h). La dife- 
rencial de segundo orden se define como dF = F" (x) (h, h), es 
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decir, como una expresión cuadrática correspondiente a la aplica- 
ción F"(x)€ B(X?, Y). De un modo análogo, la diferencial de 
orden n se define mediante dF=Fw(x)(h, A, ..., h), esto es, 
como aquel elemento del espacio Y en el cual se transforma por 
la spucal F™ (x) el elemento (h, h, ..., REXXXX... 
s.. Xi Xn, 


10°. Fórmula de Taylor. La diferenciabilidad fuerte de la 
aplicación F significa que la diferencia F(x+A)—F (x) se puede 
representar como la suma de un miembro lineal y un sumando 
de orden superior al primero respecto a [|k||. Esie resultado se 
generaliza en una fórmula análoga a la fórmula de Taylor para 
las funciones numéricas, conocida del Análisis. 


TEOREMA 2. Sea F una aplicación que actúa de X en Y, que está 
definida en una región OX y tal que F™ (x) existe y representa 
una función uniformemente continua de x en O. Entonces, tiene 
lugar la igualdad 


F (+h — F (e) = F (0 (+37 E (0 MA 
E EM o Hol h) (21) 


donde || (x, h)lj=0 (lP). 


se realiza por inducción. Para n=] la 
igualdad (21) es trivial Supongamos que ella es válida para 
n—1 cualquiera que sea la aplicación que satisface las condiciones 
del teorema. Entonces, para la aplicación F’ tenemos 


E' (x+ h) = F’ (x) + F" (O(h) Hr E (e a Me 


a EF W h a hol A, 2) 


donde || œ, (x, A) || =o (lA ]|7-). Integrando en el segmento [x, x+h] 
ambos miembros de la igualdad (22) y empleando la fórmula 
(15) de Newton— Leibniz, encontraremos 

1 1 
F +h —F = | Pina = f {E CET AOIOES 

è è 


pi 


¡a 
a e PA 


BF” (x)(h, h)+ 


a h} hat +Rm (23) 


Ñ 
donde R,= $ œ (x, th) hdt. 
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De (23) obtenemos 
PAE (O) =F (0H PD MA 
o MER» 


IS 


siendo ý 
LRS $ llo, (2, 14) -Ade =0 (A). 
è 


Con esto nuestra proposición queda demostrada. 
La fórmula (21) se llama fórmula de Taylor para aplicaciones. 


$ 2. PROBLEMAS EXTREMALES 


o E , A š 

Una de las secciones más antiguas y más elaboradas del Aná= 
lisis Funcional no lineal es la búsqueda de extremos de funcionales. 
El estudio de estos problemas constituye el contenido del así 
llamado Cálculo de variaciones. Los métodos que se utilizan en 
el Cálculo de variaciones están sujetos, en su mayor parte a la 
forma especial de aquellas funcionales cuyos valores extremales se 
buscan. Sin embargo, se puede enunciar algunos resultados y 
métodos generales para funcionales más o menos arbitrarios. Sin 
plantearnos la tarea de dar una exposición un tanto detallada de 
los métodos variacionales, nos limitaremos a dar un examen breve 
de aquellos elementos de la teoría general de problemas para 
acicate que constituyen el fundamento del Cálculo de varia- 
ciones, 


1°, Condición necesaria de extremo. Sea F una funcional que 
toma valores reales, definida en un espacio de Banach X. Se dice 
que la funcional F alcanza un mínimo en el punto x, cuando 
para todos Josx, suficientemente próximos a x, y tales que F(x) 
está definido, se cumple la desigualdad F(x)—F(x,)>0. De 
manera análoga se define un máximo de una funcional. Si en un 
punto dado x, la funcional F alcanza mínimo o máximo, diremos 
que la funcional tiene en este punto extremo. 

Diferentes problemas mecánicos y físicos pueden ser reducidos 
a la ea ea del extremo de unas u otras funcionales. 

Para las funciones de n variables es bien conocida la siguiente 
condición necesaria de extremo: si la función f es diferenciable 


en el punto x,==(x3, x$, ..., x2) y tiene extremo en este punto, 
en este punto df=0 ó, lo que es equivalente, 
dE Y aj 


O T STan 
Esta condición se extiende fácilmente a las funcionales. 
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Teorema 1. Para que una funcional diferenciable F alcance extremo 
en el punto x, es necesario que su diferencial en este punto sea 
igual a cero para todo h: 


F’ (xa) (9= 
pemosrracion. Por definición de la diferenciabilidad, tenemos 
Fx MF (2) =F d) (+0 (141). (1 


Si F’ (x,)(h) 0 para algún h, entonces, para valores reales sufi- 
cientemente pequeños de ^, el signo de toda la expresión F’(x,) (Ah) + 
+0 Map coincide con el signo de su término principal F’ (x,) (Ah). 
Pero F'(x,) es una funcional lineal y por eso F'(x,) (Ah)= 
=F" (x,) (h). De manera que siendo F’ (x,) (4) +0, la expresión (1) 
puede tomar, para A arbitrariamente pequeños, tanto valores 
positivos, como negativos, es decir, no puede haber extremo en el 
punto Xy 
Veamos algunos ejemplos. 
Sea 
b 


F (x)= | f(t, x(D)di, (2) 


donde f es una función continuamente diferenciable. Esta funcional, 
considerada en el espacio Cra, sy de funciones continuas, es diferen- 
ciable. En efecto, 


Fe+h)—Fa)= 
» R 
= È (f mI, d= G=, hA dto, 


de donde b 
dF = $ fa (6, x (h(t) dt. 


La igualdad a cero de esta funcional lineal para todos los A € Cra, ») 
signilica que Eo x)=0. Efectivamente, para todo x(t) € Cto, m 
la derivada f¿(t, x) es una función continua de f. Si ella es 
diferente de cero en algún punto fẹ, digamos, f¿(t,, x(t,))>0, 
esta igualdad tendrá lugar también en una vecindad (a, B) del 
punto ¿,. Entonces, tomando 


(—) ($0 para aLi <B, 
mga ( O para los demás t, 
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obtendremos que 

è 

(Rit, dhidi > 0. 


La contradicción obtenida demuestra nuestra proposición. La 
ecuación [;(t, x)=0 determina, en general, una curva en la cual 
la funcional (2) puede alcanzar un extremo. 

2. Consideremos en el mismo espacio Cra, è} la funcional 


pi 
F(= | S K En E)x6) xE) dt, diz, B 


donde K(E,, $) es una función continua que satisface la condición 
K Gy ¿9 K Gn $). Es fácil calcular que la diferencial de esta 
funcional es igual a 


2o 
dF=2 5 K ho $1) x E1) h Ea) dEr dba 


Si esta expresión es igual a cero para todo AE Cpa, b), tenemos, 
por los mismos razonamientos que en el ejemplo 1, 


» 
ÈK Gu E)x(6)d3,=0 para todo E a<E,<b. 


Una de las soluciones de esta ecuación es jla función x==0. La 
respuesta a la pregunta de si existe extremo en este punto y si 
existen otros puntos en los que es posible un extremo, depende de 
n forma de la función K(£,, E,) y exige un estudio complemen- 
ario. 

3. Consideremos la funcional 


$ 

F= $, x(0, x (Mat, 0) 
definida en el espacio Cfa, ¿y de funciones continuamente diferen- 
ciables sobre el segmento [a, b]. Aquí ()=%Ú, y f(t, x, x) 


es una función dos veces diferenciable de sus argumentos. La 
funcional (4) desempeña un papel principal en varias cuestiones 
del Cálculo de variaciones. Busquemos su diferencial, Utilizando 
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la fórmula de Taylor, encontramos 


b 
Feth F(= S [FE +h xH l, x, 1] dt 


. 
SÍ (hi + Feh)dt +0 (hl), 


donde ||A|]| es la norma de la función 4 como elemento del espacio 


Cia. +3. Por consiguiente, la condición necesaria de extremo de la 


funcional (4) es y 


dF = | (fih + feh’) dt =0. (5) 


En su forma integral esta condición es poco útil para buscar la 
función x en la que se alcanza el extremo. Démosie una forma más 
cómoda, integrando por partes en (5) el término f:h'. Tendremos 
b TF 
$ feh di = Echo] —/n Sel dt. 


De manera que A 
ñ 
dF =È (fp = — ipfe ) hdt + oh] =0. © 


Esta igualdad debe verificarse para todo h, en particular, tam- 
bién cuando h(a)=h(b)=0. Por consiguiente, 


b 


f(r- 


para todos los h tales que h(a)=h(b)=0, de donde, con razona- 
mientos análogos a los empleados en el ejemplo 1, encontramos 


5 ke) hdi=0 


R fhi =0. 0 


Por eso, la igualdad (6) se reduce a 


(8) 
Si la funcional (4) se considera para todas las funciones x conti- 
nuamente diferenciables definidas sobre [a, b), podemos escoger h 


de modo que h(a)=0, h(6)0 y entonces obtenemos de la 
igualdad (8) 


282 CAP. V. ELEMENTOS DEL CALCULO DIFERENCIAL EN ESPACIOS 


Lie lr=o=0; (9) 
por otro lado, tomando A(b)=0, h(aJ0, obtenemos 
Fe lesa = 0. (10) 


Por “consiguiente, de la condición (6) de igualdad a cero de la 
diferencial de la funcional (4) hemos obtenido que la función x, 
que ofrece extremo a la funcional (4) debe verificar la ecuación 
diferencial (7) y las condiciones de contorno (9) y (10) en los 
extremos del segmento [a, b]. Como la solución general de una 
ecuación diferencial de segundo orden contiene dos constantes 
arbitrarias, tenemos a nuestra disposición un número de condicio- 
nes de contorno necesario precisamente para encontrar estas cons- 
tantes. 


2°. Segunda diferencial. Condiciones suficientes de extremo de 
una funcional. Volvamos de nuevo al problema sobre la búsqueda 
del extremo de una función de n variables. Supongamos que para 
la función f(xy, ..., Xa) se cumple en el punto (x%, ..., x3} la 
condición df=0. Entonces, como se sabe, para resolver el proble- 
ma de si hay o no hay efectivamente en este punto un extremo, 
debe considerarse la segunda diferencial. Tienen lugar las siguien- 
des proposiciones. 

1. Si una función f (xı, ..., X„) tiene en un punto (%, ..., x8) 
múnimo, en ese punto dij > . (Análogamente, si en un punto 
(x9, -.., xp) hay máximo, en ese punto d*f < 0). 

2. Si en un punto (x%, ..., x$) se cumplen las condiciones 


O af 

di=0 y df= Y sed deda > 0 

A 

(cuando no todo dx;=0), la función f(x) tiene en ese punto mi- 

nimo (análogamente, máximo, si d'f < 0). 

Veamos en qué medida subsisten estos resultados para funcio- 
nales definidas en un espacio de Banach. 

TEOREMA 2. Sea F una funcional real, definida en un espacio de 
Banach X, con segunda derivada continua en una vecindad del 
punto xo. Si esta funcional alcanza un mínimo en el punto Xy, 
entonces, dF (x,) >0". 


DEMOSTRACION. Empleando la fórmula de Taylor, tenemos 
P+F) =F (e) (+ Fr A) HoA 


D Esta desigualdad significa que F” (xp) (h, h)=>0 para todo h. 
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Si la funcional F tiene mínimo en el punto xy, entonces, F’ (x,)=0 
y queda la igualdad 


Forth) F ad= GF A AAA. (11) 


Si para algún h admisible tiene lugar la desigualdad 

F” (xa) (h, h) <0 (12) 
veremos, teniendo en cuenta que F” (x,) (eh, eh) =e*F" (x,) (h, h), 
que existen elementos Æ de norma tan pequeña como se quiera 
jara los cuales también se cumple (12). Pero, el signo de toda 
la expresión (11) depende, para ||A |] suficientemente pequeño, .del 


signo de su término principal 4-F (x,) (f, A) y oblenemos que 
3 


FEA OA) <o, 


es decir, que no hay mínimo en el punto x,. Análogamente se 
considera el caso de máximo. 

El teorema demostrado es una generalización directa del teo- 
rema ro para las funciones de un número finito de 
variables. La situación es distinta en el caso de la condición 
suficiente. La condición mencionada más arriba d F” (x) (h, h) > 0, 
que es suficiente para el mínimo en el caso de funciones de n 
variables, no resulta suficiente para funcionales definidas en un 
espacio de Banach de dimensión infinita. Veamos un ejemplo 
sencillo. Consideremos en el espacio de Hilbert Ja funcional 


ro E a 


a=1 a=l 


F(x, +h)—F (x, 


En el punto 0, la primera diferencial de esta funcional es igual 
ES 

a O y la segunda es igual a Di ps. es decir, representa una 
= 

funcional definida positiva. Sin embargo, en el punto 0 no hay 

mínimo, ya que 


F(0)=0 y F(o, siirto )=+ 


Por consiguiente, en cualquier vecindad del punto O existen pun- 
tos en los cuales F (x) < F (0). 

Introduzcamos el siguiente concepto. Una funcional cuadrá- 
tica B se llama fuertemente positiva, cuando existe un número 
c> O tal que B(x, x) >cl| xi]? para todo x. 
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TEOREMA 3. Si una funcional F, definida en un espacio de Banach 
X, verifica las condiciones 
1) F'(x,)=0, 
2) F" (xo) es una juncional cuadrática fuertemente positiva, F 
tiene mínimo en el punto Xy. 
DEMOSTRACION. Escojamos e >0 tan pequeño que para [K||<e 
la magnitud o(|h]|°) en la igualdad (11) verifique la condición 
lo (A91 < FIA 11%. Entonces, 


FDA Holla) > Fl? > 0 
para [A] <e. 


En un espacio de dimensión finita la positividad fuerte de 
una forma cuadrática equivale a que sea definida positiva y por 
eso (siendo igual a cero la primera diferencial) es una condición 
suficiente de mínimo de una función de un número finito de 
variables el de la segunda diferencial sea definida positiva. En 
el caso de dimensión infinita (como muestra el ejemplo dado 
más arriba), la poaa fuerte es una condición más fuerte 


F (roh) —F (xo) 


idad fuerte de la segunda diferencial 
de mínimo es cómoda porque se puede 
te de su forma 


extremo más finas (que emplean la forma concreta de las funcio- 
nales que se consideran en los problemas variacionales); sin em- 
bargo, la exposición de estos temas no entra en la tarea de 
nuestro libro. 


$ 3. METODO DE NEWTON 


Uno de los métodos bien conocidos de resolución de ecuacio- 
nes de tipo 


H()=0 (1) 


(f es una función numérica de argumento numérico, definida en 
un segmento fa, b]) es el así llamado método de Newton o mé- 
todo de tangentes. Consiste en que para resolver la ecuación (1) 
se buscan las aproximaciones sucesivas de acuerdo con la fórmula 
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recurrente 

Í (tn) 

+2 2) 
(por aproximación nula x, se toma aquí un punto arbitrario del 
segmento donde está definida f). La interpretación geométrica de 
este método viene dada en la 9. puede demostrar que 
si x* es la única raíz de la ecuación (1) en el segmento [a, b] 


X si la función f tiene en este segmento la primera derivada di- 
erente de cero y la segunda derivada acotada, existe una vecin- 


Xari = 


FIG. 19 


dad de la raíz x* tal que si el punto x, se toma en esta vecin- 
dad, la sucesión (2) converge hacia x*. 

El método de Newton se puede extender a las ecuaciones en 
operadores. Expondremos aquí este método para el caso de ecua- 
ciones en operadores en espacios de Banach. 

Consideremos la ecuación 


F(x)=0, (8) 


donde F es una aplicación de un espacio de Banach X en otro 
espacio de Banach Y. Supongamos que la aplicación F es fuer- 
temente diferenciable en una bola B(xp r) de radio r (cuyo 
centro x, tomaremos como la aproximación nula de la solución 
que buscamos) y que su derivada F” satisface en esta bola la 
condición de Lipschitz, es decir, 


IE a) F’ (lS Lllx,—x, 11 (L= const). (4) 


Sustituyendo, al igual que en el caso unidimensional, la expre- 
sión F(x)—F(x) por su parte lineal principal, esto es, por el 
elemento F’ (x,) (x,—x), obtendremos de (3) una ecuación lineal 
F (xo) (x9— 2) = F (xa), cuya solución x,=x0—[F' (x))]7* F (x) es 
natural tomar por la siguiente aproximación de la solución x de la 
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ecuación F(x)=0 (aquí se presupone, claro está, la existencia 
del operador [F* (x,)]"2). Repitiendo estos razonamientos, obten- 
dremos una sucesión 


Xari =n LF (DECE a) © 
de soluciones aproximadas de la ecuación (3). En el caso de 
dimensión infinita, la búsqueda del operador inverso [F" (x,)]"* 
puede resultar una tarea suficientemente compleja. Por eso, con- 
viene a veces, emplear aquí el así llamado método modificado 
de Newton, La modificación consiste en que, en lugar de la 
sucesión (5), se considera la sucesión definida por la fórmula 


Lp — LE (o) IE (00), (6) 
es decir, en cada paso el operador inverso [F'(x,)]"* se toma 
para un mismo valor del argumento x=x,. Aunque esta modifi- 


cación reduce la velocidad de convergencia, resulta con frecuen- 
cia conveniente desde el punto de vista de cálculo. Pasemos 
ahora al enunciado y a la demostración de la proposición exacta. 
TEOREMA 1. Sean M= || [F' (29)]7%1), k= || [F" (x.)] ->F (xo) 1 y sea 
L la constante que figura en la desigualdad (4). Entonces, si 
ha MKL< + y to es la menor de las raices de la ecuación 


ht?—t-+1=0, la ecuación F (x)=0 tiene en la bola ||lx—x0 |< 
< tok una solución única x* y la sucesión (x,) definida por la 
fórmula recurrente (6), converge a esta solución. 


DEMOSTRACION. Consideremos en el espacio X la aplicación Ax= 
=x—[F" (x,)]->F (x). Esta aplicación transforma la bola 
llx—xol| S fk en sí misma. En efecto, 
Ax—x =x—x—[P" (x,)] -+F (x)= 

[Fl] E (xo) (€ —xo)—F (x) +F (x0)) —[F" (x0)] -> F (x0). 
Por eso, 
U Ax— xo ll < IET I-I F" (xe) (A) —F (x) + 


HF (xo) lA LEAF (xo) Il, 
es decir, 


(Ax —=x0 < MF) — xð —F a) HF (ellik (7) 
Consideremos la aplicación auxiliar 
O (x)=F (1) —F (xo) —F' (xo) (1x0). 
Es diferenciable y su derivada es igual a 
O (x)= F’ (x)}—F' (x). 
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Si [Ix—xo |< fok, tiene lugar la estimación 
ND (9 11=11F (9 —F'(:) |< Lllx—x0 |< Lak- 
De aqui, según el teorema del valor medio, obtenemos 
109 |=]106)9—0 (15) | < Ltok ll x — xa l| < LE3R. (8) 
De manera que siendo ||x—x,|| < tsk, tenemos de (7) y (8) 
|l Ax— xo || < MLR? + k= RÍMLGR+1)= k (ht -+ 1)= kto 


y esto signita que la aplicación A transforma la bola || x —x || < kto 
en sí misma. Probemos ahora que A es una aplicación contraída 
de esta bula. Para [| x—x, ¡|< ki, tenemos 


A’ (y= IEA) =P (d E (0) E" (9), 
de donde 

ADS MIF (6) —F' (911 < ML []x—x0 |< MLkto. 
Pero t, es la menor de Jas raíces de la ecuación 


h?—t+1=0, es decir, 
1 
n-en, 


Por esto, 


A' (x) || < MLki, = hla = 
1V AE 
=h h Nma O 


de donde 
lAr — Arl < 4l 


es decir, A es una aplicación contraída. 
Por consiguiente, la aplicación A tiene en la bola || x—xp || < 
<kt, un punto fijo x*, y sólo uno. Para este punto 


at= [F (x)]F (0), es decir, F (0) = 


Al mismo tiempo, Ax, = x,— [F' (x,)]-+ F (xa)= Xps, y, en virtud 
del teorema sobre lag aplicaciones contraídas, da sucesión {xy} 


converge hacia x*. 

De la desigualdad (9) se desprende inmediatamente la siguien- 
te estimación para la velocidad de convergencia del método 
modificado de Newton: 


MEDIA F (xo) ll. 


la—* |< E 
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es decir, el error del método modificado de Newton disminuye 
como los términos de una serie geométrica. Para comparar, indi- 
quemos que el método corriente de Newton (en el que las apro- 
ximaciones se definen mediante la fórmula (5) en lugar de la 
fórmula (6)) converge más rápidamente que una serie geométrica: 
para este método 


xne li < gm (2A). 


Ejemplo. Consideremos la ecuación integral no lineal 
š 
(=$ K(s, £, x(0)dt, (10) 
2 


donde K (s, t, u) es una función continua A continuamente dife- 
renciable de sus argumentos. Introduciendo la aplicación y = F (x), 
definida por la igualdad 


è 
y) =x(9— ÍK (s, t, x() dt, 
a 


podemos escribir la ecuación (10) en la forma 
F(x=0. 


Sea x, la aproximación nula para la solución de esta ecuación. 
Entonces, la primera rectificación Ax(s)=x,—x, se encuentra de 
la ecuación 


F’ (x) Ax = — F (xp). (11) 


Si la función K(s, f, u) y el espacio funcional, en el que se 
considera la ecuación (10), son tales que la derivada F” (x) de la 
aplicación F 2 pue calcular «diferenciando bajo el símbolo de 
la integral», es decir, si 


2=F (x0) (1) 
significa que 
i 
2(9=x(9— | Kils, t x (Dx (D dt, 


la ecuación (11) se representa en la forma 


è 
Ax(s)= | Kils, t x(O) Ax (N dt + pal) (13) 
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donde 
» 
(5) =$ K (s, £, x (0) dí —x0 (5). 


Análogamente se buscan las rectificaciones siguientes. 

De manera que para buscar cada aproximación siguiente de la 
solución de la ecuación (10) hay que resolver uma ecuación inte- 
gral lineal. Cuando se emplea el método modificado de Newton, 
resulta que en cada uno de estos pasos hay que resolver una ecua- 
ción lineal con el mismo nucleo. 


10 w 2150 


CAPITULO 
vi 


MEDIDA, 
FUNCIONES MEDIBLES, 
INTEGRAL 


El concepto de medida p(A) de un conjunto A constituye 
una generalización natural de los siguientes conceptos: 

1) de la longitud ((A) de un segmento A, 

2) del área E) de una figura plana F, 

3) del volumen V (G) de una figura G del espacio, 

4) del incremento y (6) —q (a) de una función no decreciente q (t) 
en el semisegmento [a, b), 

5) de la integral de una función no negativa en una región 
lineal, plana o del espacio, etc. 

Este concepto, surgido inicialmente en la Teoría de funciones 
de variable real, encontró más tarde múltiples aplicaciones en la 
Teoría de Probabilidades, la Teoría de Sistemas Dinámicos, el 
Análisis Funcional y en otras ramas de las Matemáticas. 

En el $ l de este capítulo exponemos la teoría de medida 
para el caso de conjuntos planos, partiendo del concepto del área 
de un rectángulo. La teoría general de medida es explicada en 
los $$ 2 y 3. El lector podrá notar que todos los razonamientos 
que se realizan en el $ 1 tienen un carácter general y se repiten, 
sin modificaciones sustanciales, en la teoría abstracta. 


$ 1. MEDIDA DE CONJUNTOS PLANOS 


1°. Medida de conjuntos elementales. Consideremos el sistema S 
de conjuntos del plano (x, y), cada uno de los cuales se determina 
por una desigualdad de tipo 


a<x<b, 
a<x<b, 
a<x<b, 
a<x<b 
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y por una desigualdad de tipo 
c<y<d, 
c<y<d, 
c<y<d, 
c<y<d, 


donde a, b, c, y d son números arbitrarios. Los conjuntos per- 
tenecientes a este sistema se ilamarán rectángulos. Un rectángulo 
cerrado definido por las desigualdades 


a<x<b, c<y<d 


es un rectángulo en el sentido corriente (con su frontera) cuando 
a<b y c<d; es un segmento (cuando a=b y c<dóa<b y 
c=d); es un punto (para a=b y c=d) o, finalmente, el conjunto 
vacío (cuando a >b ó c>d). Un rectángulo abierto 


a<x<b, e<y<d 


representa en función de la relación entre a, b, c y d, o bien un 
rectángulo sin frontera, o bien el conjunto vacío. Cada rectángulo 
de los tipos restantes (que llamaremos rectángulos semiabiertos) 
constituye a bien un rectángulo sin uno, dos o tres lados, o bien 
un intervalo, o bien un semisegmento o bien, finalmente, un con- 
junto vacío. 

Partiendo del concepto de área, conocido de la Geometría 
Elemental, definiremos la medida de cada rectángulo de la 
siguiente forma: 

a) la medida del conjunto vacío es igual a 0; 

b) Ja medida de un rectángulo no vacio (cerrado, abierto o se- 
miabierto) determinado por los números a, b, c y d es igual a 


@—a)(d—o). 


Luego, hemos asignado a todo rectángulo P un número m (P), 
la medida de este rectángulo, de manera que se cumplen, eviden- 
temente, las siguientes condiciones: 

1) la medida m(P) toma valores reales no negativos; 


2) la medida m(P) es aditiva, esto es, si P=(JP, y 


Pin P,=Ø para ¿=2k, entonces, EN 


m(P)= X m(Pj. 


E 


Nuestra tarea es extender la medida m(P), definida por ahora 
para rectángulos, a una clase más general de conjuntos, conser- 
vando las condiciones 1) y 2). 


10" 
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El primer paso en esta dirección consiste en extender el con- 
cepto de medida a los así llamados conjuntos elementales. Un 
conjunto plano se llamará elemental cuando puede ser representado, 
al menos de una forma, como la unión de un número finito de 
rectángulos disjuntos dos a dos. 

En lo que sigue necesitaremos el siguiente teorema. 

TEOREMA 1. La unión, la intersección, la diferencia y la diferencia 
simétrica de dos conjuntos elementales son también conjuntos 
elementales. 


Demostracion, Está claro que la intersección de dos rectángulos 
es de nuevo un rectángulo. Por eso, si 


A=UP. y B=U0 
k 1 
son dos conjuntos elementales, también 


AnB=U Png) 
ki 


es un conjunto elemental. 

Es fácil ver que la diferencia de dos rectángulos es un conjunto 
elemental. Consecuentemente, sustrayendo de un rectángulo un 
conjunto elemental, obtenemos de nuevo un conjunto elemental 
(como intersección de conjuntos elementales). Sean ahora A y B 
dos conjuntos elementales. Es obvio que existe un rectángulo P 
que contiene a ambos. Entonces, 


AUB=PN PAP B)] 
es, de acuerdo con lo señalado anteriormente, un conjunto ele= 
mental. De las igualdades 
ANB=ANMPNB) 
y 
AAB=(AUBIN (AN B) 

se deduce entonces que la diferencia y la diferencia simétrica de 
conjuntos elementales son conjuntos elementales. El teorema queda 


demostrado. 
Definamos ahora la medida m'(A) de conjuntos elementales 


del siguiente modo: si 
A=UP» 
z 
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donde P, son rectángulos disjuntos dos a dos, tomamos 
m'(A)=Ym(P). 
$ 


Probemos que m’ (A) no depende de la forma de representar al 
conjunto A como unión de rectángulos. Sea 


A=UP.=U 0, 
* 1 


donde P, y Q; son rectángulos y P,¿NP¿=3, Q; NQy=Ø para 
i-k. Como la intersección PANQ; de dos rectángulos es un 
rectángulo, tenemos, en virtud de la 'aditividad de la medida de 
rectángulos, 


pre 2 mP A 


Es fácil ver que la medida de conjuntos elementales definida de 
esta forma es no negativa y aditiva. 

Establezcamos la siguiente propiedad de la medida de conjun- 
tos elementales importante para lo sucesivo. 


TEOREMA 2. Si A es un conjunto elemental yg[A,] es un ststema 
finito o numerable de conjuntos elementales tal que 


AcUA,. 


entonces, 
m (A) < Em (Ay). (1 


DEMOSTRACION. Para cualquier e>0 y un conjunto A dado es 
posible, evidentemente, encontrar un conjunto elemental cerrado A 
contenido en A que verifique la condición 

m (A) >m (4) —: 

Para ello es suficiente sustituir cada uno de los k rectángulos P, 
que componen [A por un rectángulo cerrado contenido en él de 
área mayor que m(P)— 5) - 

Además, para cada A, se puede encontrar un conjunto elemen- 
tal abierto A, que contiene A y verifica la condición 


mA) Says. 
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Está claro que 
AcUA»S 
z 
De acuerdo con el lema de Heine—Borel, se puede extraer de (A) 
un sistema finito An, -+., An, que cubre A. Es obvio que 


mAs 2 (An) 
(de lo contrario Æ resultaria cubierto por un número finito de 


rectángulos de un área total menor que m'(4), lo cual es impo- 
sible). Por eso, 


: 
m(Acw MHES E mA) <A < 
A 0 
<E madti ti= Em (Ate 


de donde, debido a la arbitrariedad de e >0, se desprende (1). 


2%, Medida de Lebesgue de conjuntos planos. La clase de con- 
juntos elementales no agota todos los conjuntos que se consideran 
en la Geometria elemental y en el Análisis clásico. Resulta natu- 
ral, por eso, plantear el problema de la extensión del concepto 
de medida, conservando sus propiedades principales, a una clase 
de conjuntos más amplia que la compuesta por uniones finitas de 
rectángulos de lados paralelos a los ejes de coordenadas. 

Este problema fue resuelto, en cierto sentido de un modo 
definitivo, por H. Lebesgue a principos del siglo XX. 

Al presentar la teoría de medida de Lebesgue tendremos que 
considerar no sólo uniones finitas sino también uniones infinitas 
de rectángulos. 

Para evitar que aparezcan en este caso conjuntos de «medida 
infinita», nos limitaremos a considerar en lo sucesivo conjuntos 
contenidos íntegramente en el cuadrado E = (0<x<l; 0<y < 1}. 

En la clase de estos conjuntos definiremos como sigue dos 
funciones 1*(4) y p,(4). 


DEFINICION 1. Se llama medida superior p*(A) del conjunto A al 
número r 
inf p 
an DO 
donde ta cota inferior se toma respecto a todos los cubrimientos 


del conjunto A por medio de sistemas finitos o numerables de 
rectángulos. 
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DEFINICION 2. Se lama medida inferior y,(A) del conjunto A al 


número 
1 HEN A). 
Es fácil ver que siempre 
B(A) < p° (A). 


En efecto, supongamos que para un conjunto AGE se tiene 
F(A) > p° (A), 
PA) EN A)< 1. 


De acuerdo con la definición de la cota inferior máxima, existi- 
rán entonces dos sistemas de rectángulos (P/) y {Q}. que cu- 
bren A y EN A, respectivamente, tales que 


DnP) + Zm < L 
T 
Sea {R;) la unión de los sistemas {P;} y {Q;); tenemos 


ESUR, y mE > JMR) 
i 


es decir, 


lo que contradice al teorema 2. 


DEFINICION s, Un "conjunto A se Mama medible (en el sentido de 
Lebesgue) cuando 


1. (4) = (4). 


El valor común (4) de las medidas superior e inferior de un 
conjunto medible A es su medida de Lebesgue. 


3°. Propiedades principales de la medida de Lebesgue y de los 
conjuntos medibles. Demostremos primero la siguiente propiedad 
de la medida superior. 


TEOREMA 3. Si 


ACU A. 


donde (A,) es un sistema finito o numerable de conjuntos, se tiene 
p"(4)< Hu" (4a). 


DEMOSTRACION. De acuerdo con la definición de medida superior, 
para cada A, existe un sistema de rectángulos (Pa), finito o nu- 
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merable, tal"que Aic (U Par y 
x 


Em.) Ke (A) boe 
A 
donde e > 0 es escogido arbitrariamente. En este caso 
A cUU Por 
An 
PASDE mPa Dr Ae 


Como e>0 es arbitrario, de aquí se deduce la afirmación del 
teorema. 

Más arriba hemos introducido ya el concepto de medida para 
conjuntos que hemos llamado elementales. El teorema que sigue 
muestra que en el caso de conjuntos elementales la definición 
3 lleva al mismo resultado. 


TEOREMA 4. Los conjuntos elementales son medibles y para ellos la 


medida de Lebesgue coincide con la medida m'(A) construida 
anteriormente. 


DEMOSTRACION. Si A es un conjunto elemental y P,, Pe ..., Pa 
son los rectángulos disjuntos dos a dos que lo componen, tenemos 
por definición 


n 


m(A)= A m(P). 
Como los rectángulos P; cubren todo el A,Ttenemos 
WASE mP) =m (A). 


Pero si {Q;} es un sistema arbitrario finito o numerable de rectán- 
gulos que cubre A, entonces, de acuerdo con el teorema 2, 
m'(4)< E m(Q); de manera que m'(4)=p*(4). 


Como ENA es también un conjunto elemental, tenemos 
m' (EN A) =p (ENA). Pero 


m(EXA)=1—m'(A) y p*'(E54)=1—u(4), 
de donde 
m(A)=p,(4). 
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Por consiguiente, 
W (A) =p,(4)=m (A). 


Del resultado obtenido se desprende que el teorema 2 es un 
caso particular del teorema 3. 


TEOREMA s. Para que un conjunto A seasmedible es necesario y su» 
ficiente que se cumpla la siguiente condición: cualquiera que 
sea e >0 existe un conjunto“elemental B, tal que: 


B (AAB) <e 


De esta forma, son mediblestaquellos conjuntós, y sólo aquéllos, 
que pueden ser «aproximados» con «cualquier grado de presición 
por conjuntos elementales. Para demostrar el teorema 5 necesita! 
remos el siguiente lema. 


Lema. Para dos cualesquiera conjuntos A y B se tiene 

14) =p" (B) |< p (AAB). 
DEMOSTRACION DEL LEMA. Como 

ACBU(AAB); 

tendremos, en virtud del teorema 3, 

H (4) < p {B)+p* (AAB). 
De aquí se desprende la proposición del lema para el caso en que 
p' (4) >n" (B). En cambio, si u*(A) <p’ (B), la afirmación del 
lema se desprende de la desigualdad 

p* (B) < p (A) +p" (AAB), 
que se demuestra de una manera análoga. 


DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5. SUFICIENCIA Supongamos que para 
cualquier € >0 existe un conjunto elemental B tal que 


W (AAB) <e. 
Entonces, de acuerdo al lema, 
(19 (4)—m" (B)]=|p*(4)—p*(B)/< e (2) 
(EXA) A (ENB) = AAB, 
de ła misma forma obtenemos que 
[W {ENA)— m (ENB) | < e- (3) 
Teniendo en cuenta que 


m' (Bm (EN B)=m'(E)=1, 


y como 
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encontramos de las desigualdades (2) y (3) 
IA + PEN A)—1|<2e 
y Como 2 >0 es arbitrario, tenemos 
A+ (EN A)=1, 
es decir, el conjunto A es medible. 
NECESIDAD. Sea A medible, esto es, 
pra) EEN A) 1. 


Para un e>0 arbitrario busquemos unos cubrimientos de los 
opniao A y ENA mediante sistemas de rectángulos {B,} y {Cn} 
que 


Em BIKEA y EMCIKPENA +. 
7 g 
Como Ym(B,) < œ, existirá un N tal que 
E mBI<3; 


A>N 
tomemos 


x 
B=U B» 
si 


Demostremos que el conjunto elemental B satisface la condi- 
ción p' (AAB) <e. Está claro que el conjunto 


P=UB, 
"3y 


contiene ANB, que el conjunto 
Q=U BNC) 
a 


contiene BNA y que, por consiguiente, AABSPUQ. 
demás, 


w(< Y mB) <4. 
ES 
Estimemos p° (Q). Para ello observemos que 


(u 2.\u(U CNB) = E 


$ l. MEDIDA DE CONJUNTOS PLANOS 29 


de manera que 
E mB)+ Em (CNB >21. W 

Pero, por hipótesis, 

EnmB EMS AAN 0 
Sustrayendo (4) de (5), obtenemos 

EnC) Em (0x8)= Y m (CnB) <$ e, 
es decir, 
wQ < e. 

Por eso, 


B* (AAB) < y" (P)4p*(Q)<e. 


Luego, si A es medible, cualquiera que sea e >0 existe un con- 
Junie ementa] B tal que p*'(4AB)<e. El teorema queda de- 
mostrado. 


teorema 6. La unión y la intersección de un número finito de con- 
| juntos medibles son conjuntos medibles. 


DEMOSTRACION. Es obvio que basta realizar la demostración para 
el caso de dos conjuntos. Sean A, y A, conjuntos medibles. En- 
tonces, para cualquier e > 0 existen conjuntos elementales B, y B, 
tales que 


PAAB)< 5 MALA B)< > 
Como 
(4, U A,) A (BLUBICIA, A B)U(A, AB), 

tenemos 

p* (41 U A3) A(B,UB)] <p (A, A B) +p (A, A Ba) < e 
Pero, B,UB., es un conjunto elemental; luego, en virtud del 
teorema 4, el conjunto A, UA, es medible. 

Por definición de conjunto medible, siendo A medible, tam- 


bién EXA es medible; por esto, la intersección de dos conjuntos 
medibles es medible en vista de la relación 


A, N A, = EN [ENAU (ENA). 
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coroLario. La diferencia y la diferencia simétrica de dos conjuntos 
medibles son medibles. 
Esto se deduce del teorema 6 y de las igualdades 
ADA =ALMENAD, ALA 5 (ANA) U (4NA). 
Teorema 7. Si A,, ..., A, son conjuntos medibles disjuntos dos 
1 ados, entonces, 


p (U 4)=E nta». (6) 


pemosTgacion, Al igual que en el teorema 6 es suficiente consi- 
derar el'caso n=2. Escojamos arbitrariamente un'e > 0 y sean 
B, y B, conjuntos elementales tales que 

(414 B)<e, (7) 

yA, AB) <e. (8) 
Pongamos A = A, U A, y B = B, U B,. De acuerdo con el teorema 6, 
el conjunto A es medible, Como tos conjuntos A, y A, no se 
intersecan, 

B,N Bc (AA B) U (A, AB) 


y, por consiguiente, 


m’ (B, NB) < 2e. (9) 

De (7) y (8) resulta, en virtud del lema del teorema 5, que 
Im'(B)—w(4)1<e, (10) 
[m'(B)—p"(4)| < è. (11) 


Puesto que la medida es aditiva en la clase de conjuntos. elemen- 
tales, obtenemos de (9), (10) y (11) 


m (B)=m (B) +m (B)—m' (B,N B) > (A) + uc (A,)— 4e. 


Observando, además; que AABC(A, A BJU(As A Ba), encon- 
tramos finalmente 


p* (A) > mi (B)—p* (A AB) > m' (B)—2e >p" (A,) +11" (4,)—68. 
Gomo e >0 se puede escoger tan pequeño como se quiera, tenemos 
LA) Sp (A) HW (43). 


Por -ser siempre válida, (en virtud del teorema (3)) Ja desigualdad 
opuesta 


BALK A+ pra) 
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para A= A, U A, obtenemos en conclusión 

(4) =p (4) + p° (A); 
como A, A, y A son inedible, se puede sustituir aquí p* por t. 
El teorema una demostrado. 


TEOREMA 3. La unión e intersección de un número numerablé de 
|, conjuntos medibles son conjuntos medibles. 


DEMOSTRACION. Sea 
Aj Aj Ap 
un sistema numerable de conjuntos medibles y sea A=] An 


n=1 
mn 


Tomemos fim ANU, A, Está claro que A= Ú A, y que los 


conjuntos Af son di Juntos dos a dos. En victud del teorema 6 
y de su corolario, todos los conjuntos A, son medibles. En virtud 
del teorema 7 y de la definición de la medida superior, para 
cualquier n finito 


Enco-r(Ú AK) <HA), 


Mar 7 
por lo que la serie 
Y ula, 
A 
converge; de manera que para todo e> O existe un N tal que 
E eak- a2 
SN 
N 


Por ser medible el conjunto C=|U A; (como unión de un nú- 


mero finito de conjuntos medibles), existe'un conjunto elemental 
B tal que 


wAB) <4. (13) 
Como 
AABG(CAB) v( U a), 


a>N 


302 CAP. VI. MEDIDA, FUNCIONES MEDIBLES, INTEGRAL 


de (12) y (13) se deduce que 
pAAB)<e. 


En virtud del teorema 5, esto significa que el conjunto A es me- 
dible. 

Puesto que los complementos de conjuntos medibles son me- 
dibles, la parte del teorema correspondiente a las intersecciones 
se desprende de la igualdad 


N4 =ENU ENA. 


El teorema 8 es una generalización del teorema 6. El teorema 
que sigue constituye una generalización correspondiente del 
teorema 7. 


TEOREMA 9. Si (A,) es una sucesión de conjuntos medibles disjuntos 
dos a dos y si A=) A,, se tiene 


p(A)= ua. 


DEMOSTRACION. Según el teorema 7, para cualquier N 


„(Ù 4)-É, u (4) < H(A). 


Pasando al limite para N— œ, obtenemos 


#(4) >2 H (4n). (14) 
Por otro lado, según el teorema 3, 
a< P (An). (16) 


De (14) y (15) se desprende la afirmación del teorema. 

La propiedad de la medida establecida en el teorema 9 es 
llamada aditividad numerable o o-aditividai. De la o-aditividal 
se deduce la siguiente propiedad de la medida llamada corti- 
nuidad. 


Teorema 10. Si A,DA,D... es una sucesión de conjuntos me- 
dibles sumergidos unos en otros y si A=NA,, se tiene 


p(4)= lim p (A). 
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Obviamente bastará considerar el caso A=Ø, ya que el caso 
general se reduce a éste sustituyendo A, por Ap A. Entonces, 


A (4NA) U (ANAU ++ 


An = (AN Ann) U (Anp NA) U -+ 
Por consiguiente, 


y 


MAD= È HAN As) (19) 
y > 
P(A) = DANA: an 


como la serie (16) converge, su resto (17) tiende a cero para 
n=—»oo. De manera que 


u(A,)—0 para n— oo, 
que es lo que necesitábamos demostrar. 


COROLARIO. Si A, AC... es una sucesión creciente de conjun- 
tos medibles y si 
A=U4, 


se tiene 
p(A)— lim p(A,) 


Para demostrarlo es suficiente pasar de los conjuntos A, a sus 
complementos y recurrir al teorema 10. 

De esta forma hemos extendido la medida de conjuntos ele- 
mentales a una cłase más amplia de conjuntos, llamados medi- 
bles, cerrada respecto a las operaciones de unión e intersección 
numerables. La medida construida es ø-aditiva en esta clase de 
conjuntos. Los teoremas demostrados permiten hacerse una idea 
de la clase de todos los conjuntos medibles según Lebesgue. 

Como todo conjunto cerrado, contenido en Æ, se puede re- 
presentar como la unión de un número finito o numerable de 
rectángulos abiertos, esto es, de conjuntos medibles, todos los 
conjuntos abiertos son, en virtud del teorema 8, medibles. Los 
conjuntos cerrados son complementos de los abiertos y, conse- 
cuentemente, son también medibles. Según el teorema 8, serán 
también medibles todos aquellos conjuntos que se puedan obte- 
ner a partir de conjuntos abiertos y cerrados mediante un número 
finito o numerable de operaciones consistentes en considerar 
uniones o intersecciones numerables. Se puede demostrar, sin 
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embargo, que con estos conjuntos.no se agota la clase de todos 
los conjuntos medibles según Lebesgue. 


4, Algunos suplementos y generalizaciones. Hemos considerado 
anteriormente sólo aquellos conjuntos del plano que son subcon- 
juntos del cuadrado unidad Papan y< 1l}. No es dificil 
librarse de esta restricción, por ejemplo, del siguiente modo. 
Considerando todo el plano como la unión de los cuadrados 
Enm= jnn, m<y<m+1): (1, m son números ente- 
ros), diremos que un conjunto plano A es medible cuando es 
medible su intersección A, =A, M Enn con cada uno de estos 
cuadrados y cuando la serie, Y) (Ana) converge, tomando por 

A, 


definición 
1(4)= D H (Ann) 


Todas las propiedades de la medida que hemos establecido an- 
teriormente se extienden de manera obvia a este caso. 

En este parágrafo hemos expuesto la construcción de la me- 
dida de Lebesgue para los'conjuntos planos. De manera análoga 
se puede construir la medida de Lebesgue en la recta, en el 
espacio de tres dimensiones y, en general, en un espacio euclídeo 
de cualquier dimensión n. En. todos estos casos la medida es 
construida siguiendo las mismas ideas: a partir de la medida de- 
finida de antemano para un sistema de conjuntos elementales 
(rectángulos en el caso del plano; intervalos (a, b), segmentos 
a, b] y semisegmentos (a, 204 [a; b) en el caso de la recta; 
etc.) definimos primero la medida para uniones finitas de estos 
conjuntos, extendiéndola después a una clase mucho. más amplia 
de conjuntos, a la clase de conjuntos medibles según Lebesgue. 
Para conjuntos de un espacio de cualquier dimensión la propia 
definición de conjunto medible se conserva textualmente. 
iò Al introducir el concepto de medida de Lebesgue hemos par- 
tido de la definición habitual del área. En el caso unidimensio- 
nal,la construcción análoga se basa en el concepto de la longitud 
de un intervalo (de un segmento, de un semisegmento). No. obs- 
tante, es posible introducir en este caso el concepto de la me- 
dida de otra forma, algo más general (que frecuentemente aparece 
en la práctica). 

Sea F(t) una función no decreciente y continua a la izquierda 
definida en la recta. Pongamos 


mía, b)=F (6) —F(a+-0), 
mía, b] =F (040) —F (a), 
mía, b]=F(64-0)—F (a +0), 
ma, b)=F (0) —F (a). 
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Es fácil ver que la función de intervalo m, definida de esta forma, 
es no negativa y aditiva. Aplicando a eila razonamientos análo- 
gos a los realizados en este parágrafo, podemos construir una 
«medida» pp (A). La clase de conjuntos medibles. según esta me- 
dida será cerrada respecto a las uniones e intersecciones nume- 
rables, mientras que la medida pp será o-aditiva. La clasé de 
conjuntos medibles según yp dependerá, en general, de la selec- 
ción de la función F. Sin embargo, cualquiera que sea F, los 
conjuntos abiertos y cerrados y, por consiguiente, todas las uni 
nes € intersecciones nuinerables de los' mismos serán, medibles, 
Las medidas que se obtienen a partir de una u otra función F se 
llaman medidas de Lebesgue — Stieltjes. 'En particular, a la función 
F (t) = t corresponde la medida corriente de Lebesgue en la recta. 

Una medida pp que se anula “en'cualquiér conjunto, cuy: 
medida corriente de Lebesgue es igual 'a' 0, se tHáma absoluta- 
mente continua. Una medida pp concentrada totalmente en un 
conjunto finito o numerable de puntos (esto dcurrirá cada vez 
que el conjunto de valores de la función F (ż) sea finito o nume- 
rable) se lama: discreta: Una. medida up se llama singular cuan- 
do es igual a cero para cualquier conjunto complesto de un punto 

cuando existe un conjunto M de medida de Lebesgue igual a 
è tal que la medida p» de su complemento es igual a 0. 

Se puede demostrar que toda medida pp es suma de una me- 
dida absolutamente continua, una medida discreta y una medida 
singular. A las medidas de Lebesgue—Stieltjes volveremos en el 
capitulo siguiente. 

Existencia de conjuntos no medibles. Como se ha demostrado, 
la clase de conjuntos medibles según Lebesgue es muy amplia. 
Surge la pregunta natural de si existen, en general, conjuntos no 
medibles. Vamos a demostrar que este problema se resuelve po- 
sitivamente. Lo más sencillo es construir conjuntos no medibles 
en la circunferencia. 

Sea C una circunferencia de longitud 1 y sea æ un número 
irracional. Asignemos a una misma clase aquellos puntos de la 
circunferencia C que se transforman unos en otros mediante una 
rotación de la circunferencia C de valor angular nar (n es un 
número entero). Cada una de estas clases quedará compuesta, 
obviamente, por un conjunto numerable de puntos. Escojamos 
ahora un punto en cada una de estas clases. Probemos que el 
conjunto obtenido de esta forma (denotémoslo con D,) no es me- 
dible. Sea ®©, el conjunto que se obtiene de D, por una rotación 
de valor angular nax. Es fácil ver que los conjuntos D, son dis- 
juntos dos a dos y que la unión de ellos es la circunferencia C. 
Si el conjunto O, fuese medibie, también serían medibles los 
conjuntos O, congruentes a él. Como 
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C= U Da 0,0 0,=9 para nm, 


n= 


podríamos concluir de aquí, debido a la c-aditividad de la me- 
dida, que 


1= E 10). (18) 


Pero los conjuntos congruentes tienen la misma medida; luego, 
si P, es medible, tenemos 


4(0,)=p(0). 


Esto demuestra que la igualdad (18) es imposible, ya que la 
suma de la serie, que figura en el miembro derecho de la igual- 
dad (18), es igual a O cuando p(®,)=0 y es infinita cuando 
H(0,) >0. De manera que el conjunto D, (y, consecuentemente, 
cualquier conjunto ®,) no es medible. 


$ 2. CONCEPTO GENERAL DE MEDIDA. 
PROLONGACIÓN DE UNA MEDIDAIDE UN SEMIANILLO A UN ANILLO. 
ADITIVIDAD Y o-ADITIVIDADY 


1°, Definición de medida. Al construir la medida de conjun- 
tos planos hemos partido de la medida (el área) de un rectán- 
gulo, extendiendo después el concepto de medida a una clase 
más amplia de conjuntos. Lo esencial en la construcción, expuesta 
en el parágrafo anterior, no es de ninguna manera la expresión 
concreta del área de un rectángulo; son esenciales para esta cons- 
trucción dos hechos generales: 1) el área de un rectángulo es 
una función de conjunto no negativa que satisface la condición de 
aditividad, esto es, 

m (P, U P,)=m (P,)+ m (P,) cuando P,NP,=% 

y 2) el conjunto de rectángulos constituye un semianillo de 
conjuntos. Por esto, a la construcción expuesta en el § 1 para 
el caso de conjuntos planos se le puede dar una forma total- 
mente abstracta y general. Con ello se ampliará sustancial- 
mente la posibilidad de aplicar nuestras construcciones. A esto 
están dedicados los dos parágrafos que siguen. 

Introduzcamos, ante todo, la siguiente definición fundamental. 
DEFINICION 1. Una función (4) de conjunto se llama medida 
cuando 


Y En este parágrafo en lo que sigue emplearemos sistemáticamente los 
conceptos y resultados expuestos en el $ 5 del cap. 1. 
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1) el campo de definición S, de la función p(A) es un semi- 
anillo de conjuntos; 
2) los valores de la función p(A) son reales y no negativ 


ü 2 p(4) es aditiva, esto es, para cualquier descomposición 
inita 


A=A,U...UA, 
de un conjunto AES, en conjuntos A, € S, se verifica la igualdad 


n(4)= Y p (Ap. 
Š 


Observación. De la descomposición Ø =Ø UL se deduce que 
(Ø =2u (Ø), es decir, u (Z)=0. 

Los dos teoremas que vienen a continuación sobre medidas 
en semianillos se emplearán frecuentemente en lo sucesivo. 


TEOREMA 1. Sea p una medida definida en un semianillo È. Si 


los conjuntos Ay, ..., A, A pertenecen a 3, y A, son sub- 
conjuntos disjuntos dos a dos de A, se tiene 
È HADS HA). 


DEMOSTRACION. Por ser S, un semianillo existe, en virtud del 
lema 1 del $ 5 del capítulo I, la descomposición 


A 
A= UA» s>n, A,€%,, 


Kri 
donde los n primeros conjuntos coinciden con los conjuntos da- 
dos Aj, ..., An. Como la medida de cualquier conjunto es no 


negativa, tenemos 


Ius es. 
teorema 2. Si Ay -s An A pertenecen a E, y Ac UA» se 
tiene eS 
HDS nta). 


DEMOSTRACION. En virtud del lema 2 del $ 5 del capítulo 1, 
existe un sistema de conjuntos disjuntos dos a dos B, ..., B, 
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de S, tal que cualquier conjunto A,, Az, ..., Am A se puede 
representar como la unión de determinados conjuntos B,: 
A= UB, ¡A4=U 8. k=l, 2... 2, 
seme seme 


donde cada índice sEM, pertenece también a un Mẹ. Luego, 
cada término de la suma 


Y 1(B,)=1 (4) 
sm, 


figura una o varias veces en la suma doble 


2,2 "8)= È rA. 


SRA 


De aquí se desprende precisamente que 
B(A) 2 B(A). 
En particular para n=1 tenemos el resultado siguiente. 


coroario' Si ACA’, se tiene p(A) < p(A'). 


2°, Prolongación de una medida en un semianillo al anillo 
generado. El primer paso en construir la medida de-conjuntos 
planos consistió en extender el concepto de medida de un regtán- 
gulo a los conjuntos elementales, es decir, a las uniones finitas de 
rectángulos disjuntos dos a dos. Veamos ahora el análogo abstracto 
de este problema. Enunciemos, ante todo, la siguiente definición. 


DEFINICION 2. Una medida p se llama prolongación de una me- 
dida m cuando SE, y cuando para todo AE S,, se cumple 
la igualdad 
p(4)=m(4). 
El objeto de este punto es demostrar la proposición que 
sigue. 
TEOREMA a. Para cada m(A), definida en un semianillo Sa, existe 


| una prolongación p (A), y sólo una, que tiene como campo de 
definición el anillo NR (E) (esto es, el anillo minimal sobre En). 


DEMOSTRACION, Para todo conjunto AEN(S,,) existe la descom- 
posición 


A=U Br (BEE) 0 


t 
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(teoremaí3, $ 5, capítulo 1). Tomemos por definición 


1 (4)= 2 m (B,). (2) 
Es fácil ver que la magnitud p (4), definida por la igualdad (2), 
no depende de cómo se escoja la descomposición (1). 
En efecto, consideremos dos descomposiciones 


U B: =U Cp B€ Um: C,€ En- 
ist jsi 


Como todas las intersecciones B; NC; perfenecen a S,, tenemos, 
en vista de la aditividad de la medida m, 


6-53 m(B,NC)= 


que es Jo que queríamos demostrar. Es evidente, que la función 
p (4), definida por la igualdad (2), es no negativa y aditiva. 
Luego, hemos demostrado la existencia de la prolongación p de 
la medida m al anillo R(S,,). Para demostrar su unicidad obser- 
vemos que, de acuerdo a la definición de prolongación, si 


P 


5 m (C), 


A=U Ba, donde B, son conjuntos disjuntos de Sm, tenemos 
tm 
para cualquier prolongación y de la medida m al anillo R(Z,) 


RA) = BRB) = Èn (B,) =p (4), 


es decir, la medida p coincide cor la medida p definida por la 
igualdad (2). El teorema queda demostrado. 

Este teorema constituye, de hecho, la repitición, en términos 
abstractos, de la construcción realizada en el $ 1 al prolongar la 
medida de rectángulos a la clase de conjuntos elementales que 
representa precisamente el anillo minima! sobre el semianillo de 
rectángulos. 


3°. Aditividad numerable. En diferentes cuestiones del Análisis 
es preciso considerar, además de uniones finitas, uniones de un 
número numerable de conjuntos. En este orden la condición de 
aditividad, a la que hemos sometido las medidas (definición 1) 
resulta insuficiente y es natural sustituirla por una condición más 
fuerte de la así llamada aditividad numerable. 


DEFINICION a. Una medida p se lama aditiva numerable (o o-adi- 
tiva) cuando para cualesquiera conjuntos A, Ap, Ay» +>0> Am «+ 
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que pertenecen a su campo de definición S, y que verifican las 
condiciones 


A=U An 4,/04,/=9 para ij, 
asi 


tiene lugar la igualdad 
P(A)= $ r(A). 


La medida plana de Lebesgue, construida en el $ 1, es ø-adi- 
tiva (teorema 9). Un ejemplo de una medida o-aditiva de una 
naturaleza totalmente distinta se puede obtener del siguiente 
modo. Sea 


X= bu do ++) 
un conjunto numerable arbitrario y sean los números p,>0 


tales que 
É P=. 


El campo Sin se compone de todos los subconjuntos del con- 
junto X. Tomemos para cada Ac X 


PA= 2, Pr 


Es fácil ver que (A) será una medida -aditiva y que 
n(X)=1. Este ejemplo surge de un modo natural en diferentes 
cuestiones de la Teoría de probabilidades. 

Señalemos un ejemplo de una medida aditiva que no es o-adi- 
tiva. Sea X el conjunto de todos los puntos racionales del seg- 
mento [0, 1] y sea 3, el conjunto formado por las intersecciones 
del conjunto X con intervalos (a, b), segmentos [a, b] o semi- 
segmentos (a, b) y la, b) arbitrarios. Es fácil ver que ©, forma 
un semianillo. Tomemos para cada conjunto de este tipo 


H(A) =b—a. 


Esta medida es aditiva, pero no es c-aditiva, ya que p(X)=1 
y al mismo tiempo X es la unión de un número numerable de 
puntos cada uno de los cuales tiene medida 0. 

Las medidas que consideraremos ahora y en el parágrafo 
siguiente se suponen o-aditivas. 


TEOREMA 4. Si una medida m definida en un semianillo Š, es 


c-aditica, también es o-aditiva la medida p=r (m) que se ob- 
tiene prolongándola al anillo R(n). 
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DEMOSTRACION. Sea 
AER(Em), BLER(S 5) n=l, 2, .... 
y sea 
A=U B» 
a 


donde B,N B,=3 para sr. Entonces, existen conjuntos A) y By 
de E, tales que 
A=UA, B.=U Bus 
j i 


donde los conjuntos que figuran en los miembros derechos de cada 
una de estas igualdades son disjuntos dos a dos y las uniones 
respecto a ¿ y j son finitas (teorema 3, $ 5, capitulo 1). 

Cniy=B¡N Aj Es fácil ver que los conjuntos Cp; son 
disjuntos dos a dos y que 


A=U U Crip 


Bm =UC ny 
E 
Luego, debido a la a-aditividad de la medida m sobre Sp, tenemos 
m(A)=3 Em Cui (8) 
m(B,)= $m (Cu) (4) 
y de acuerdo a la definición de la medida u = (m) sobre RS), 
tenemos 
H4)=2m (4), 6) 
(B) = Xm (Bu). (6) 


De (3), (4), (5) y (6) se desprende que p (A)= Xp (B,). (Las 
sumas respecto a í y j son finitas y las series respecto a n con- 
vergen.) 

Demostremos ahora las siguientes propiedades fundamentales 


de medidas o-aditivas que constituyen una generalización de los 
teoremas 1 y 2 al caso de uniones numerables de conjuntos. 


TEOREMA 5. Sea m una medida o-aditiva y sean Ay, Aj, .., Åm o. 
| conjuntos pertenecientes a S,,. Entonces, 
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lo si JASA y 4,048 para ij, se tiene 
k 


aig AD mA); 


Ho si U 


kat 


>A, se tiene 


Š na> ma). 


DEMOSTRACION. Si todos los A, son disjuntos y están contenidos 
en A, tenemos para cualquier n 


È rA ma, 


en virtud del teorema J. Pasando aquí al límite para n—oo, 
obtenemos la primera afirmación del teorema. 

En cuanto a la segunda afirmación, es suficiente demostrarla, 
de acuerdo con el teorema 4, para medidas definidas sobre un 
anillo, ya que de ja validez de la proposición Ilo para p =r (m) 
se deduce directamente su validez para la medida m. Siendo Sy, 
un anillo, los conjuntos 

at 
B,=(A NANU A 
pl] 
pertenecen a „p. Como 


A=UB,, 8,4 


y los conjuntos B, son disjuntos dos a dos, tenernos 
m(A) = È m(Ba< Š mía. 


Observación. La afirmación lø del teorema demostrado no 
emplea, obviamente, la o-aditividad de la medida considerada y 
sigue siendo válida para cualesquiera medidas aditivas. La afir- 
mación llo, al contrario, se basa de un modo sustancial, en la 
g-aditividad de la medida. Efectivamente, en el ejemplo dado 
anteriormente de una medida aditiva, pero no o-aditiva, todo el 
espacio X, de medida 1, es cubierto por una unión numerable 
de conjuntos, compuestos de un solo punto, que tienen medida 0. 
Es más, no es difícil demostrar que la condición llo es, en rea- 
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lidad, equivalente a la o-aditividad. En electo, seayp una medida-y 
sean A, Ay ..-> Am -.. conjuntos de S, tales que: todos. los 
A, son disjuntos dos a dos y A= U A, Entonces, en virtud de 
la condición lo (que es válida, como hemos visto, para cualquier 
medida), se tiene 


Ayu (a) 


Si p verifica además la condición Io, tendremos (ya que: los 
conjuntos A, cubren A) 


A n(Ay>u(4) 
de manera que 


AOS 


En la práctica resulta con frecuencia más fácil comprobar que 
ue medida verifica la condición llo que demostrar su ø-aditi- 
vidad. 
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1. Prolongación de Lebesgue de una medida definida en un 
semianillo con unidad. Si la medida m definida en un semia- 
nillo 3,, verifica sólo la condición de aditividad (pero no es 
o-aditiva), su prolongación a N (Sp), obtenida por el procedimien- 
to descrito en el parágrafo anterior, agota en gran medida, las 
posibilidades de extender la medida del semianillo inicial a una 
clase más amplia de conjuntos. En cambio, si la medida consi- 
derada es c-aditiva, puede ser extendida de 3, a un sistema de 
conjuntos mucho más amplio que el anillo N(S,). La prolonga- 
ción de una medida o-aditiva, definida en un semianillo, a una 
clase de conjuntos, en cierto sentido maximal, se puede realizar 
mediante la así llamada prolongación de Lebesgue. Consideremos 
primero la prolongación de Lebesgue de una medida, definida 
en un semianillo con unidad. El caso general será estudiado en 
el punto siguiente. 

Supongamos que en un semianillo de conjuntos S, con 
unidad E está delinida una medida m o-aditiva. Definamos en 
el sistema A de todos los subconjuntos del conjunto £ las fun- 
ciones * (A) y p, (4) del siguiente modo. 


DEFINICION 5. Se llama medida superior del conjunto ACE al 
número 


Hawe a 2 m (Ba), 
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donde la cota inferior se toma respecto a todos los cubrimientos 
del conjunto A mediante sistemas finitos o mumerables de con- 
juntos B, € Ša- 


Derinicion 2 Se llama medida inferior de un conjunto AcE al 


número 
Ha (4) =m (E)— p" (ENA). 
El teorema 5 del $ 2 implica que siempre 1, (4) < p* (4). 
DEFINICION 3. Un conjunto ACE se llama medible (según Lebes- 
gue) cuando 
p.(4)=p* (A). 
Siendo A medible, el valor común u,(4)=pH*(4) es denotado 


mediante p (A) y llamado medida (de Lebesgue) del conjunto A, 
Si A es medible, también será, evidentemente, medible su 


complemento. 
n vista del teorema 5 del $ 2, para cualquier prolongación 


c-aditiva p de una medida m, definida en un semianillo, tiene 
lugar la desigualdad 
pr (A) < 1 (A) <p" (A). 

Consecuentemente, para un conjunto medible A toda prolonga- 
ción o-aditiva ĵ de una medida m (si esta prolongación está 
definida en ql toma necesariamente el valor p, (4)=H* (4). La 
medida de Lebesgue no es otra cosa que la prolongación o-aditiva 
de la medida m a la clase de todos los conjuntos medibles en el 
sentido de la definición 3. Es obvio que la definición de conjunto 
medible se puede enunciar también así: 


DEFINICION #, Un conjunto ACE se llama medible cuando 

p* (A)+p* (ENA) =m (E). 
Conviene emplear, además de la medida inicial m, su prolonga- 
ción m =r (m) al anillo R(S,,) considerada anteriormente ($ 2). 
Está claro que la definición 1 es equivalente a la siguiente. 
DEFINICION 1. Se lama medida superior de un conjunto A al 
número 


p*(4)= inf Er (Bi), B,CM(S a). 
Acus,” 


En efecto, como la medida m’ es o-aditiva (teorema 4 del $ 2), 
cualquier suma Y\m' (B;), donde B; €N (S), puede ser sustituida 
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por la suma equivalente 
2, "Bm, Bar € Sm 


donde B= (U Bus y BN B,,=2 para ij. 


k 
Los resultados que siguen son fundamentales para la exposi- 
ción ulterior. 


TEOREMA 1. Si 
Ac UAn 


donde (A,) es un sistema finito o numerable de conjuntos, se tiene 
.*(4)<3u*(4,). 


TEOREMA 2. Si AER(S,,), se tiene p, (4) =m'(4) =n* (A), es 
decir, todos los conjuntos de X (Èp) son medibles y las medidas 
superior e inferior de los mismos coinciden con m’. 


Teorema 3. Para “que un conjunto A sea medible es necesaria y 
suficiente la siguiente condición: 
para cualquier e> O existe un BER (Sn) tal que 
pe (AAB) <e. 


En el $ 1 estas proposiciones han sido demostradas para la 
medida plana de Lebesgue (teoremas 3, 4 y 5 del $ 1). Las 
demostraciones dadas allí siguen siendo válidas en el caso general 
que estamos considerando y por eso no las repetimos, 


TEOREMA 4. El sistema Mi de todos los conjuntos medibles es un 
anillo. 


DEMOSTRACION. Como 
A,n A= ANANA) 
3 A, U A, = ENKENA,) N (ENA), 
basta demostrar que si A,E€Wi y A4,€M, también 
A=ANMA, EM. 
Supongamos que 4 A, son medibles; en este caso existen 
BEN (En) y B,C (Èn) ales que 


p* (4AB) <5 y B (4AB)< $- 
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Tomando B=B,M B,€R(S,,) y empleando la relación 
(AN AJA (BN BJC(A, A BYU(A, AB.) 
encontramos 
PAAB<E. 


Como e > 0 es arbitrario, de aquí se desprende que A es medible, 
Observación. Es evidente que E constituye la unidad del 
anillo M que de esta forma resulta ser un álgebra de conjuntos. 


TEOREMA 5. La función p(A) es aditiva en el sistema W de los 
| conjuntos medibles. 


La demostración de esle teorema es una repetición verbal de 
la demostración del teorema 7 del $ 1. 


teoruma o. La función p(A) es o-aditiva en el sistema Mi de 
| los conjuntos medibles. 


DEMOSTRACION, Sea 
UA, A, AEM; A/NA,=9 para ixj. 
Ani 
En virtud del teorema 1, 

w (A) < B(A) (0) 
y, de acuerdo al teorema 5, 


x 
>." (UA) =E eA) 


nmr pes] 


para cualquier M, de donde 
()>24(4,). (2) 


De (1) y (2) se deduce la afirmación del teorema. 
Hemos demostrado de esta forma que la función p(A), defi- 
nida en el sistema Mt, posee todas las propiedades de una me- 
dida ø-aditiva. 
Ello justifica la siguiente definición. 


DEFINICION 4. Se llama prolongación de Lebesgue p=L(m) de 
una medida m a la función p(4), definida en el sistema €, =M 
de Jos conjuntos medibles y coincidente en este sistema con la 
medida superior p” (A). 
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En el $ 1 hemos demostrado, al considerar la medida plana 
de Lebesgue, que son medibles no sólo las uniones e interseccio- 
nes finitas de conjuntos medibles, sino también las uniones e 
intersecciones numerables de conjuntos medibles. Esto sigue siendo 
válido también en el caso general, es decir, tiene lugar el si- 
guiente teorema. 


TEOREMA 7. El sistema M de conjuntos medibles según Lebesgue 
| constituye un álgebra de Borel con unidad E. 


DEMOSTRACION. Como 


NA=ENUENA) 


puesto que el complemento de un conjunto medible es medible, 
Basta demostrar lo siguiente: si A,, Aj, Am +». pertenecen 


a M, también A= A, pertenece a M. La demostración de 


esta proposición dada en el teorema 8 del $ 1 para los conjuntos 
planos se conserva textualmente en el caso general. 

Al igual que en el caso de medida plana de Lebesgue, la o- 
aditividad de la medida implica su continuidad, esto es, siendo 
p una medida o-aditiva definida en una B-álgebra y siendo 
o .. una cadena decreciente de conjuntos me- 

¡bles 


tal que 
A= YAn 


se tiene 
u(4)= imp (A) 


y siendo A4,CA,C...CA,C... una cadena creciente de conjun- 
tos medibles tal que 
A= U An 


se tiene 
n(4)= 


B (An). 


La demostración, dada para la medida plana en el § 1 (teore- 
ma 10), se extiende textualmente al caso general. 


2°. Prolongación de una medida definida en un semianillo 
sin unidad. Si el semianillo S,,, en el cual está definida la me- 
dida inicial m, no tiene unidad, la construcción de la prolongación 
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de Lebesgue, expuesta en el punto anterior, debe ser modificada. 
La definición 1 de la medida superior se conserva, pero la medida 
superior p° estará definida sólo en el sistema Sy» de aquellos 
conjuntos Æ para cada uno de los cuales existe un cubrimiento 


UB, mediante conjuntos de 3, de suma finita 


É En (B). 


La definición 2 pierde su sentido. La medida inferior puede 
ser definida (de una manera algo distinta) también en el 
caso general; pero no lo haremos. Conviene definir ahora el con- 
cepto de conjunto medible a partir de la propiedad de conjuntos 
medibles señalada en el teorema 3. 


DEFINICION 5. Un conjunto A se llama medible cuando para cual- 
quier e `> 0 existe un conjunto BEN(S,,) tal que p” (AAB) < e. 

Los “teoremas 4, 5 y 6 y la definición 4 subsisten. La exis- 
tencia de la unidad ha sido empleada sólo durante la demostra- 
ción del teorema 4. Para demostrar el teorema 4 en el caso 
general, debemos probar de una manera independiente que A, EM 
y A,EM implican que A, U A,EM. Pero esto se desprende de 
la inclusión 


A, UA, A (B,UB)=(4, A B,) U (A, A By). 


En el caso en que 3 no tiene unidad, el teorema 7 es sustituido 
por el teorema siguiente. 


Teorema s. Cualquiera que sea la medida inicial m, el sistema 

N = Si m de conjuntos medibles según Lebesgue es un o-anillo; 

siendo Ay medibles el conjunto A== UA, es medible cuando, y 
» 


sólo cuando, las medidas W((JA,) están acotadas por una 


aa 
constante que no depende de N. 


Dejamos la demostración de este teorema a cargo del lector. 

Observación. En nuestra exposición la medida es siempre 
finita, de manera que la necesidad de la última condición es 
obvia, 

Del teorema 8 resulta: 
COROLARIO. El sistema DM, de todos los conjuntos BEM, que 
son subconjuntos de un conjunto fijado AEM, constituye un 
álgebra boreliana. 

Por ejemplo, el sistema de los subconjuntos de cualquier 
segmento [a, b] medibles según Lebesgue (en el sentido de la 
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medida lebesguiana habitual p% en la recta) es un álgebra bore- 
liana de conjuntos. 
Para concluir señalemos otra propiedad de las medidas 


de Lebesgue. 


DEFINICION 6. Una medida p se llama completa cuando de p(4)=0 
y A'CA se desprende A’ € S.. 

Evidentemente, en este caso p(4')=0, No es difícil demos- 
trar que la prolongación lebesguiana de cualquier medida es com- 
pleta. Esto se debe a que para AGA y 1 (4)=0 es necesaria- 
mente u*(4')=0 y a que es medible cualquier conjunto C para 
el cual p*(C)j=0, ya que JER y 


(CA D)=u*(0)=0. 


Indiquemos la relación existente entre el proceso de prolongación 
de una medida según Lebesgue y el proceso de completación de un esi 
cio métrico. Observemos en este orden que m'(A A B) puede ser consi- 
derado como la distancia entre los elementos À y B del anillo R (Sn). 
Entonces, R(Sm) se convierte en un espacio métrico (no completo, como 
regla general) y su completación, de acuerdo con el teorema 3 del $ 2, se 
compone precisamente de todos los conjuntos medibles (aunque, sin em- 
bargo, los conjuntos A y B no se pueden distinguir desde el punto de 
vista métrico cuando p(A A 8)=0). 


3”. Prolongación de una medida según Jordan. Al estudiar en el $ 2 
de este capítulo las medidas que verifican solamente la condición de aditi- 
vidad, hemos demostrado que cada una de estas medidas m puede ser exten- 
dida del semianillo En al anillo minimal N (Sn) generado por este semia- 
nillo, No obstante, existe también la posibilidad de extender la medida a 
un anillo más amplio que R (Sm). La construcción correspondiente se Ilama 
prolongación de una medida según Jordan". La idea de esta construcción, 
empleada en varios casos particulares ya por los matemáticos de la Grecia 
antigua, consiste en aproximar el conjunto. «a medir» A por conjuntos A” 
y A? de medida prescrita, por dentro y por fuera, esto es, de manera que 


NEACA". 
Sca m una medida delinida en un anillo N (Sn). 


DEFINICION 7. Diremos que un conjunto A es medible según Jordan cuando 
para cualquier e > 0 existen en el anillo R conjuntos A” y A” que satista- 
cen las condiciones 


WCACA", m(ANA') < 8 


Es válida la siguiente proposición. 


TEOREMA 9. El sistema 3% de los conjuntos medibles según Jordan es un 
| “anillo. 


1 Camille Jordan, matemático francés (1838—1922). 
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Sea, X un sistema de conjuntos A para los cuales existe un conjunto 
BDA de W. Para cualquier A de M tomemos por definición 


E(A)= inf m(B), 
BDA 
p(4)= sup m(B). 
ESA 
Las funciones (4) y 1(4) se llaman medida «exterior» e «interior», 
respectivamente, del conjunto A. 
Es evidente que siempre 
(A) <H(A). 
TEOREMA 10. El anillo R* coincide con el sistema de aquellos conjuntos 
| AER pura los cuales y (A) = F(A). 
Para los conjuntos de R tienen lugar los siguientes teoremas: 


a 

TROREMA 11, Si ACUAs, se tiene (A) DR (Ar). 
E 

TROREMA 12. SE ARTA (k=1, 2, -.., n) Y AINAJ= Ø, se tiene 


BAS De. 


mi 


Definamos ahora la función p con campo de definición 
S,=R* 
como el valor común de las medidas exterior e interior 
1(4)=4(4)=5(4). 
De los teoremas 11 y 12 y del hecho evidente de que para AEN se tiene 
F(A)= p (4) =m(A). 


se desprende la siguiente afirmación. 


TEOREMA 13, La función p(A) es una medida y es una prolongación de 
[la medida m. 


La construcción expuesta es aplicable a cualquier medida m definida 
en un anillo. En particular, se puede, aplicarla a los conjuntos, del plano. 
En este caso, se toma como anillo inicial el sistema de conjuntos elemen- 
tales (es decir, las uniones finitas de rectángulos), El anilio de conjuntos 
elementales depende, obviamente, de Ja selección del sistema de coordenadas 
en el plano (se toman rectángulos de lados paralelos a los ejes de coorde- 
nadas). Al pasar a la medida plana de Jordan 


J=] (m), 


esta dependencia de la selección del sistema de coordenadas desaparece: par- 
tiendo de cualquier sistema de coordenadas (X, xa}, relacionado con el 
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sistema inicial (x1, xa) mediante una transformación ortogonal 
Y =008 æ- x4- Sen > Xz- dy, 
Tym sen ax, +008%-Xp-+ ago 


obtendremos una misma medida de Jordan 
1%=](m)=] (1) 


(aqui m, es la medida construida a partir de los rectángulos de lados para- 


lelos a los ejes X,, X,). Este resultado se desprende del siguiente teorema 
general. 


TEOREMA 14, Para que las prolongaciones de Jordan yy =j (my) y p=} (m) 
Ye los: mbdidas laa y ee er los, asilios Ra y AA 02 
necesario y suficiente que se cumplan las condiciones: 

REM m,(A)=42(4) en Ny. 
R.CEp, m, (A)=p, (A) en Ma. 


Si la medida inicial m es definida en un semianillo en lugar de un 
anillo, es natural llamar prolongación de Jordan a la medida 


i(m)=i (r (m) 


que se obtiene mediante la extensión de m al anillo R (Sn) y la prolonga- 
ción ulterior según Jordan. 


4°, Unicidad de prolongación de una medida, Si el conjunto A es me- 
dible según Jordan respecto a la medida y, esto es, pertenece a R° (Sm), 
entonces, para cualquier medida ¡i, que es prolongación de m y que está defi- 
nida en, Ns (Sm), el valor Ñ qA) coincide con el valor / (A) de la prolon- 
poción de Jordan J =j (m). Se puede demostrar que la, prolongación de 
la medida m a un sistema más amplio que Sım no será única, Con más 
precisión esto significa lo siguiente. Un conjunto A se llamará conjunto 
de unicidad de una medida m cuando 

1) existe una medida que es prolongación de la medida m y que está 
definida en el conjunto A; 

2) para cualesquiera dos medidas de este género y y py 


ha (4) =p (A). 


Tiene lugar el teorema: el sistema de conjuntos de unicidad de una medida 
m coincide con el sistema de los conjuntos medibles según Jordan respecto a 
la medida m, es decir, coincide con el sistema Simy. 

Sin embargo, si son consideradas solamente medidas o-aditivas y sus 
prolongaciones (0-aditivas), el sistema de los conjuntos de unicidad será, en 
general, más amplio. 

Como el caso más importante es precisamente el de las medidas o-adi- 
tivas, tomaremos la siguiente definición. 


DEFINICION 8. Un conjunto A se llama conjunto de -unicidad de una me- 
dida o-aditiva m cuendo 
1) existe una prolongación o-aditiva à de la medida m definida en A 
(es decir, tal que AEG;); 
2) para cualesquiera dos extensiones -aditivas Ay y A, de este género 
es válida la igualdad 
2 (4)=4, (4). 


Mos 2150 
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Si A es un conjunto de o-wnicidad de una medida c-aditiva p, existe de 
acuerdo con muestra delinición, el único valor posible 4 (4) para la prolon- 
gación a-aditiva de la medida p definida en A. 

Es fácil ver que cada conjunto A medible según Jordan es medible 
también según Lebesgue (¡pero no viceversal; dése un ejemplo) y que sus 
medidas de Jordan y de Lebesgue coinciden. De aquí se desprende inme- 
diotamente que la prolongación de Jordan de una medida -aditiva es 
o-aditiva, 

Cada conjunto A medible según Lebesgue es un conjunto de a-unicidad 
para la medida inicial m. En efecto, cualquiera que sea e >0 existe para 
lun BEN tal que p* (A A B) < e. Cualquiera que sea la prolongación A, 
definida ën A, de la medida m, tenemos 

2 (B)=m' (B), 
ya que la prolongación de la medida m a R=N (Sa) es única, Además, 
MAAB) Gp (AAB) <e 


y, consecuentemente, 
1A(A)—m' (B) | < e 


Luego, para dos cualesquiera prolongaciones a-aditivas [hı (4) y As (4) de 
Ja medida m, tenemos 


1a (A)— Aa (A)| < 2e, 
de donde, debido a la arbitrariedad de e > 0, 
Ma (4)=2(4). 
Se puede probar que los conjuntos medibles según Lebesgue agotan todo el 
sistema de los conjuntos de o-unicidad de la medida inicial m. 

Sea m una medida o-aditiva con campo de definición © y sea M=1 (S) 
el campo de definición de su prolongación de ue, Del teorema 3 de 
este parágrafo se desprende fácilmente que cualquiera que sea el semianillo 

tal que 


Scscm, 
siempre 
L(E)=L(8). 
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1°. Definición y propiedades principales de funciones medibles. 
Sean X e Y dos conjuntos arbitrarios en los que se han escogido 
dos sistemas de subconjuntos © y ©’, respectivamente. Una fun- 
ción abstracta y= f (x) con campo de definición X y con valores 
An se llama (©, E')-medible cuando de AEG’ se deduce que 
(A) ES. 

Por ejemplo, si X e Y son la recta numérica R' (es decir, si 
se consideran funciones reales de variable real) y si Š y S' son 
el sistema de todos los subconjuntos abiertos (o todos los sub- 
conjuntos cerrados) de R*, la definición dada de función medible 
coincide ¡con la de continuidad. Si tomamos para € y E el 
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sistema de todos los conjuntos borelianos, obtendremos las así 
llamadas funciones B-medibles (o medibles según Borel). 

En lo sucesivo, el concepto de función medible nos interesará 
fundamentalmente desde el punto de vista de la teoría de inte- 
gración. En este plano, el papel principal corresponde al concepto 
de u-medibilidad de las funciones reales definidas en un conjunto X, 
coincidiendo S con el sistema de todos los subconjuntos -medibles 
del conjunto X y S” con la colección de todos los B-conjuntos 
de la recta. Para simplificar, aceptaremos que X es la unidad 
del campo de definición S, de la medida p. Como toda medida 
o-aditiva puede ser prolongada, de acuerdo con los resultados del 
$ 3, a un álgebra boreliano, es natural admitir desde el princi- 
pio que S, es una B-álgebra. Por lo tanto, para las funciones 
reales daremos la siguiente definición de medibilidad: 


DEFINICION 1. Una función real f(x) definida en un conjunto X 
se lama p-medible cuando 

FAES, 
cualquiera que sea el conjunto boreliano A de la recta numérica. 


TEOREMA 1. Para que una función f(x) sea u-medible es necesario 
y suficiente que para cualquier c real el conjunto (x: f(x) < c} 
sea w-medible (es decir, pertenezca a ©). 


DEMOSTRACION. La necesidad de la condición es obvia ya que la 
semirrecta (— o0, c) es un conjunto boreliano. Para demostrar 
la suficiencia, observemos, ante todo, que la adherencia boreliana 
B(3) del sistema B de todas las 'semirrectas (—oo, c) coin- 
cide con el sistema B! de todos los conjuntos borelianos de la 
recta numérica. Por hipótesis, f-*(2)=6,. Luego, 


F~ (B (Œ) = B (2) =B (S,). 


Pero, B(S,)=S,, ya que S, es una B-álgebra, por hipótesis. 
El teorema queda demostrado. 


TEOREMA 2. El límite de una sucesión convergente para cada x€ X 
| de funciones -medibles es u-medible. 


DEMOSTRACION. Sea f, (x) — f (x); entonces, 


berto <a=UU A feta to c 
z 


am>n 


T 


En efecto, si f (x) <c, existe un £ tal que f (9) <c—<; además, 


para este k se puede escoger n tan grande que para m > n se cumpla 


a) 


1e 
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la desigualdad 
fal) <c—F 


y esto significará precisamente que x figura en el miembro de- 
recho de (1). 

Viceversa, si x pertenece al miembro derecho de la igualdad 
(1), existe un k tal que para todos los m suficientemente grandes 


Ín) < e—+ i 


luego, f(x) <c, es decir, x figura en el miembro izquierdo de la 
igualdad (1). 
Si las funciones f, (x) son medibles, los conjuntos 


feita <c} 


pertenecen a &,. Como S, es un álgebra boreliana, los conjuntos 
term <d 


ertenecen también, en virtud de (1), a S, y esto demuestra que 
170) es medible. 


TEOREMA 3. Una función B-medible de una función p-medible es 
| p-medible. 


DEMOSTRACION 2. Sea f (x)= p [y (x)), donde y es medible según Bo- 
rel y p es p-medible. Si ACD’ es un conjunto p-medible arbi- 
trario, su imagen recíproca A'=q”*(A) es B-medible y la ima- 
recíproca A” =~: (A) del conjunto A” es B-medible. Como 
A A) =4", de aquí sigue la medibilidad de la función f. 
E teorema demostrado es aplicable, en particular, al caso de 
funciones continuas p (que son siempre B-medibles). 


2”. Funciones simples. En vista del estudio ulterior de fun- 
ciones medibles conviene representar cada una de ellas como 
límite de una sucesión de así llamadas funciones simples. 


perINICION 2. Una función f(x) se llama simple cuando es p-me- 
dible y toma a lo sumo un número numerable de valores. 

Está claro que el concepto de función simple depende de la 
selección de la medida p. 

La estructura de las funciones simples es caracterizada por el 
siguiente teorema. 
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TEOREMA 4. Una función f(x) que toma a lo sumo un número nu- 
merable de valores distintos 


Yar Yar seer Yar ++. 
es p-medible cuando, y sólo cuando, todos los conjuntos 


An = (xf (x)= ya} 
son p-medibles. 
DEMOSTRACION. La necesidad de la condición está clara ya que 
cada A, es la imagen recíproca del conjunto compuesto por un 
solo punto (y,) y cualquier conjunto compuesto de un solo punto 
es boreliano. La suficiencia se deduce de que la imagen recíproca 
F-1(B) de cualquier conjunto B=D! es, por hipótesis, la 


unión U A, de una cantidad a lo sumo numerable de conjuntos 


e) 
medibles A, es decir, es medible. 

El empleo ulterior de las funciones simples se basa en el si- 
guiente teorema. 


TEOREMA 5. Para que la función f(x) sea u-medible es necesario y 
suficiente que pueda ser representada como límite de una sucesión 
uniformemente convergente de funciones medibles simples. 

DEMOSTRACION. La suficiencia [se desprende del teorema 2. Para 

demostrar la necesidad, consideremos una función medible arbi- 


traria f(x) y tomemos f, (x)= cuando <f (x) < TEL (aquí 


m son enteros y n son enteros positivos). Está claro que f,(x) 
son funciones simples; para n— œ ellas convergen uniforme- 


mente hacia f(x) ya que |F — hE + 


3°. Operaciones aritméticas con funciones medibles. 

TEOREMA 6. La suma, la diferencia y el producto de dos funciones 
medibles son funciones medibles. El cociente de dos funciones 
medibles es también medible si el denominador no se anula, 

Realicemos la demostración de este teorema en varios pasos. 

a) La suma de dos funciones medibles es medible. 

Sean primero f(x) y g(x) dos funciones u-medibles simples 
que toman los valores 


Ío Fo ee o oe 


Ln Lp 01 Lo + 
respectivamente. La suma A(x)=f(x)+g(x) puede tomar sola- 


x 
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mente los valores A= f;-+g; con la particularidad de que estos 
valores se toman en los conjuntos 


torhto=)= UY (ero=fNb:e00=2). D 


htey=h 


El número de los valores posibles k es finito o numerable y los 
conjuntos (x:h(x)=h) correspondientes a estos valores son medi- 
bles, ya que el miembro derecho de la igualdad (2) es, obviamente, 
un conjunto medible. Luego, h(x)=f(x)+g(%) es una función 
medible simple. 

Sean ahora f(x) y g(x) dos funciones medibles arbitrarias; 
consideremos las sucesiones (f, (x)) y (8,(x)) de funciones simples 
convergentes hacia f(x) y g(x) respectivamente, Entonces, las 
funciones simples f, (x)+ g, (x) convergen uniformemente hacia la 
función f (x)-+ g(x) que, en virtud del teorema 5, es medible. 

b) El producto de una función u-medible por un número 
constante es u-medible. Esta afirmación es obvia. 

De a) Y b) resulta: 

c) La diferencia de dos funciones u-medibles es u-medible. 

d) El producto de funciones p-medibles es p-medible. En 
efecto, consideremos la identidad jg=+LF+8*—(/—8Y]. La 


expresión del miembro derecho es una función ¡-medible. Esto 
se ia, de a), b) y c) y de que el cuadrado de una función 
medible es, en virtud del teorema 3, una función medible. 


e) Si f(x) es medible y F(x)=0, también To es medible. 
En efecto, tenemos 
(p<) a Eara S OESO] 
para c>0, 
tera <o)=(x:0 >> + 
para c<0 y 
jste 


para c= 0. 
En el miembro derecho figura cada una de las veces un 
conjunto medible. De d) y e) se deduce la medibilidad del co- 


ciente = (con la condición de que g(x) +0). 
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En resumen, hemos probado que las operaciones aritméticas 
con funciones medibles llevan de nuevo a funciones medibles. 

4. Equivalencia. En el estudio de funciones medibles pueden 
ser despreciados frecuentemente los valores de una función en un 
conjunto de medida nula. En este orden introduciremos la si- 
guiente definición. 

DEFINICION s. Dos funciones f y g definidas en un mismo conjunto 

medible £ se llaman equivalentes (en simbolo f ~g) cuando 

pdre (0) =0. 

Diremos que una prelados se verifica en casi todo el E cuando 
se verifica en todos los puntos de E con la excepción de puntos 
que forman un conjunto de medida nula. De esta forma, se puede 
decir que dos funciones se llaman equivalentes cuando coinciden 
en casi todos los puntos. 

TEOREMA 7. Si dos funciones f y g continuas en un segmento E 
son equivalentes (respecto a la medida de Lebesgue), ellas coin- 
ciden. 

DEMOSTRACION. Supongamos que en un punto x, se tiene f (xp) += 

#g(X%)} es decir, f(x) —8(%) +0. Como f—g es una función 

continua, existirá una vecindad del punto x, tal que en todos 

sus puntos la función f—g es diferente de cero. Esta vecindad 
tiene medida positiva; de manera que 


pdf) go) >0, 


es decir, las funciones continuas f y g no pueden ser equivalen- 
tes, si toman diferentes valores aunque sea en un punto. 
Evidentemente, para funciones medibles arbitrarias (esto es, 
discontinuas, en general) la equivalencia de dos funciones de 
ninguna manera implica su coincidencia; por ejemplo, la función 
igual a la unidad en los puntos racionales y al cero en los pun- 
tos irracionales es equivalente a la función igual idénticamente 
a cero. 
TEOREMA s. Una función f(x), definida en un conjunto medible E 
y equivalente en este conjunto a una función medible g (x), es 


también medible. 
En efecto, de la definición de equivalencia se desprende que 


los conjuntos 
tft <a) y (ego <a) 


pueden diferir uno de otro solamente en un conjunto de medida 
nula; por consiguiente, si es medible el segundo de ellos, es me- 
dible también el primero. 
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5°. Convergencia en casi todos los puntos. Puesto que en 
muchos casos el comportamiento de las funciones medibles en 
uno u otro conjunto de medida nula no tendrá importancia para 
nosotros, resulta natural generalizar del siguiente modo el con- 
cepto habitual de convergencia de una sucesión de funciones. 


perinicioN 4, Una sucesión de funciones f,(x) definidas en un 
espacio X se lama convergente en casi todos los puntos hacia 


F (x) cuando y 

Kim f.0)=F() (3) 
para casi todo x€ X (es decir, el conjunto de aquellos puntos x 
en los que no se verifica (3) es de medida nula). 

Ejemplo. La sucesión de funciones f(x) =(—X)”, definidas en 
el segmento [0, 1), converge para n— oo hacia la función 
F(x)==0 en casi todos los puntos (a saber, en todos puntos a 
excepción del punto x=1). 

1 teorema 2 admite esta generalización. 


TEOREMA 2. Si una sucesión de funciones p-medibles f, (x) converge 
hacia una fúnción F (x) en casi todo el espacio X, F (x) es tam- 
bién medible. 


DEMOSTRACION. Sea A el conjunto, donde 

lim f,(1)=F (9. 
Por hipótesis, (XN A)=0. La función F(x) es medible en A 
y como cualquier función es medible, evidentemente, en un 


conjunto de medida nula, F(x) es medible en XNA; luego, es 
medible también en el conjunto X. 


EJERCICIO. Supongamos que una sucesión de funciones medibles fn (x) 
converge en casi, todos los puntos hacia una función límite f (x). Demuéstrese 
que la sucesión {n (x)) converge en casi todo punto hacía g(x) cuando, y 
sólo cuando. g(x) es equivalente a f (x). 


6”, Teorema de Egórov. D. F. Egórov demostró en 1913 el 


siguiente teorema importante que establece la relación entre la 
convergencia en casi todos los puntos y la convergencia uniforme. 


TEOREMA 9. Supongamos que una sucesión de funciones medibles 
{fn 09) converge hacia f (x) en casi todo el conjunto E. Entonces, 
para cualquier 8 >0 existe un conjunto medible Ey © E tal que 
1) p (Ei) > p (E)—6; > 
2) la sucesión {fn (x)) converge hacia f (x) uniformemente en el 
conjunto Ex. 
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DEMOSTRACION. De acuerdo con el teorema 2' la función f(x) es 
medible. Pongamos 


B =f fewo} 
cn 
De esta forma, Ef representa, para m y n fijos, el conjunto de 
todos los puntos x para los cuales 
[oto] 
cualquiera que sea in. Sea 


Er=U Er. 
nal 
Eji claro, de la definición de los conjuntos E*', que para un 
m fijo 
Epc Erc... c Epe 


Debido a que una medida ø-aditiva es continua, para cual- 
quier m y cualquier >O existirá un n,(m) tal que 


ò 
p (E"N Em) < Fa 
Tomemos 


Es= f) Em 
mel 
y probemos que el conjunto E, construido de esta forma verifica 
las condiciones del teorema. 
Demostremos primero que la sucesión {f;(x)} converge unifor- 
memente en Ey hacia la función f(x). Esto se desprende inme- 
diatamente de que para x€ E, y cualquier m 


I—II cuando i> n, (m). 


Estimemos ahora la medida del conjunto EN Es. Observemos 
para ello que p(EME”)=0 cualquiera que sea m. En efecto, si 
X, EEN E”, existen valores tan grandes como se quiera de i para 
los cuales 


Mhe) l> 


we 


es decir, la sucesión {f, (x)} no converge hacia f(x) en el punto xp. 
Como, por hipótesis, (f, (x)) converge hacia f(x) en casi todos los 
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puntos, tenemos 
p(ENe”)=0. 
De aquí se sigue que 
p (EN Ehm) = ET E) < + 
Luego, 


PENE (ENA Prw) = 


f 
=Ú (EN Enum) < E EN Ehon) < Lasi 
pee ES 


Hemos demostrado el teorema. 


7”, Convergencia en medida. 
DEFINICION 5. Se dice que una sucesión de funciones medibles f(x) con- 
verge en medida hacia una función F (x) cuando para cualquier o > O 


im, e (eiF ()130)=0. 


Los teoremas 10 y 11 que siguen establecen la relación entre los con- 
ceptos de convergencia en casi todos los puntos y convergencia en medida. 


TEOREMA 10, Si una sucesión de funciones medibles fn (x) converge en casi 
todos los puntos hacia una función F(x), converge en medida hacia 
la misma función limite F (x). 

DEMOSTRACION, Del teorema 2 se desprende que la función limite F a) es 

medible. Sea A el conjunto (de medida nula) en el que fn (x) no tiende 

a F (x). Sean, además, 


Ep (0)= fx: fr (9 —F (130), 
Ra où Esto), 
M= f Ralo). 
n= 
Está claro que todos estos conjuntos son medibles. Como 
R, (6) DR; (0)... 
tenemos, debido a la continuidad de la medida, 


H (Ra (0)) — p (M) para n — œ. 


Comprobemos ahora que 
MCA. (4 
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En electo, si xo € A, es decir, si 
Boe Ín (2a) =F (xo), 


para un o > 0 dado existe un n, tal que 
Un (x) —F (xo) | < 0, 


es decir, En (0) y, con más razón, xa E M. 
A de o imola A (M)=0 y, por consiguiente, 


H (Ra (0)) — O para n— «o; 


como En (0) Œ Ru (0); esto demuestra el teorema. 

Es 'fácil ver en un ejemplo que la convergencia en medida de una 
sucesión de funciones no implica, en general, su convergencia en casi todos 
los puntos, Efectivamente, definamos para cada œ natural en el semisegmento 
(0, 1) k funciones 


A 7 


del siguiente modo 


rof Ju 


<<$, 


E 
O para los demás valores de x. 


Enumerando una tras otra todas estas funciones obtendremos una 
sucesión que, como es fácil de comprobar, converge en medida hacia cero 
y al mismo tiempo no converge en ningún punto (¡demuéstrese estol). 


BSERCICIO, Supongamos que una sucesión de funciones, medibles Into) 
converge en medida hacia una función límite /(2). Demuéstrese que fa 
sucesión fa(x) converge en medida hacia una función 
cuando, g(x) es equivalente a f (x). 

"Aunque el ejemplo dado demuestra que el teorema 10 no puede invertirse 
completamente, tiene lugar el siguiente resultado. 


TEOREMA 11. Supongamos que una sucesión de funciones medibles fn (x) con- 
verge en medida hacia f (x). Entonces, de esta sucesión se puede extraer una 


sucesión parcial | fn, (x)) que converge en casi todos los puntos hacia f (x). 


g(x) cuando, y sólo 


DEMOSTRACION. Sea ey, €s, ... una sucesión de números positivos tal que 


lim en=0 
no 


y Sean Mas Mas «><» Mins === Unos números positivos tales que la serie 
Mht- 


converge. Construyamos una sucesión de índices 
DETEN 


del modo siguiente: 1, es número natural tal que 
eel 0/1) < h 
(un número n, de este tipo existe obligatoriamente); n, es un número 
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tal que 
AS 
En general, nę es un número tal que 
pda: Has 0) lS ea} <e 
(r> no 


pco: la sucesión construida converge hacia f(x) en casi todos 
los puntos. Efectivamente, sean 


na H) lS ta 


a 
R=Ù f 
iei 


Q= NRE 
tai 
Como 
RDR DRD + DRA ++ 


tendremos, debido a la continuidad de la medida, p (R;)— p (Q)- 
Por otro lado, está claro que p(R;) < J} me de donde se desprende 
K 


E 
que p(R)—=0 para ¡—+ co, es decir, p (Q)=0. Resta probar que en todos 
e KRD Tel cimjanto ESG tiene luger Ra P 


Pat) 


Sea sE ENQ. Entonces, existirá un i tal que xa € Ri» Ello significa 
que para todos los k = fo 
Edel 01 lea. 
es decir, 
OS 


Como, por hipótesis, e — 0, se tiene 
pi, Ema (xo) =t (0) 


El teorema queda demostrado. 

8. Teorema de Luzin. C-propiedad. La definición de función medible, 
dada al principio de este parágrafo, se refiere a funciones sobre conjuntos 
arbitrarios y no está relacionada, en el caso general, de manera alguna con 
el concepto de continuidad de una función. Sin embargo, si se trata de 
funciones definidas en un segmento, tiene lugar el siguiente teorema impor- 
tante demostrado por N. N. Luzin en 1913: 


TEOREMA 12. Para que una función f (x) definida en un segmento [a, b] sea 
medible es necesario y Suficiente que para cualquier e > 0 exista una fun- 
ción q(x) continua en [a, b) tal que 


nor p< 


$ 5. INTEGRAL DE LEBESQUE 333 


En otras palabras, una función medible se puede convertir en una con- 
tinua en (2, 6] variando sus valores en un conjunto de medida tan pequeña 
como se quiera. De una función en un segmento, que mediante una edefor- 
mación pequeña» de este tipo puede ser hecha continua, se dice que verifica 
la C-propiedad (término de N. N. Luzin). El teorema de Luzin muestra 
que para funciones de argumento numérico la C-propiedad puede ser tomada 
como base de la propia definición de medibilidad. Es fácil obtener la de- 
mosiración del teorema de Luzin valiéndose del teorema de Egórov (¡realicese 
esta demostración!). 
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El concepto de la integral de Riemann, conocido del curso 
elemental del Análisis, es aplicable sólo a aquellas furiciones que 
o bien son continuas o bien no tienen «demasiados» puntos de 
discontinuidad. Para funciones medibles que pueden ser discónti- 
nuas en todo punto donde estén definidas (o incluso pueden estar 
definidas en un conjunto abstracto de manera que el concepto de 
continuidad carece de sentido para ellas), la construcción de Rie- 
mann de la integral no es válida. Al mismo tiempo, para estas 
funciones existe un concepto perfecto y flexible de la integral 
introducido por Lebesgue. 

La idea principal de la integral de Lebesgue consiste en que, 
a diferencia de la integral de Riemann, los puntos x se agrupan 
no de acuerdo a su proximidad en el eje x sino de acuerdo a la 
proximidad de los valores de la función en estos puntos. Esto 
ofrece inmediatamente la posibilidad de extender el concepto de 
integral a una clase muy amplia de funciones. 

demás, la integral de Lebesgue se define de un mismo modo 
para funciones determinadas en cunlesqulera espacios provistos 
de medida, mientras que la integral de Riemann se introduce 
primero para funciones de una variable y solamente después se 
extiende, con las modificaciones correspondientes, al caso de varias 
variables. Para funciones en ei abstractos provistos de medida 
la integral de Riemann simplemente no tiene sentido. 

En lo que sigue se considerará, siempre que no se diga lo 
contrario, una medida o-aditiva nía) definida en un álgebra 
boreliana de conjuntos con unidad X. Todos los conjuntos consi- 
derados Ac X se supondrán u-medibles y las funciones f(x) 
estarán definidas para x€ X y serán p-medibles. 


1°, Integral de Lebesgue para funciones simples. Introduciremos 

primero el concepto de la integral de Lebesgue para las funciones 

que hemos llamado con anterioridad simples, es decir, para fun- 

ciones medibles con un número finito o numerable de valores. 
Sea f una función simple que toma los valores 


Yis Yan -+e s Yoo 0-5 UY Para ij. 
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Es natural definir la integral de la función f en el conjunto 
A mediante la igualdad 


$104 Dunn, donde A,={x:x€A, ¡(9=9,). (1) 


si la serie que figura en el miembro derecho converge. De esta 
forma llegamos a la siguiente definición (en la que, por razones 
obvias, se postula de antemano la convergencia absoluta de esta 
serie). 


perinicion 1. Una función simple f se llama integrable o sumable 
(respecto a la medida p) en un conjunto A cuando la serie (1) 
converge absolutamente. Si f es integrable, la suma de la serie (1) 
se llama integral de f en el conjunto A. 

En esta definición se supone que todos los y, son diferentes. 
Sin embargo, el valor de la integral de una función simple se 
puede representar como la suma de: productos de tipo cam (B) sin 
suponer que todos los c son distintos. Esto es posible hacerlo 
gracias al siguiente lema. 


Lema. Supongamos que A=YB,, B,0B,=2 parai=j, y que 
E 


la función f toma en cada conjunto B, un valor único cy; en- 
tonces, 
frod Zone 2 
y la función } es integrable en A cuando, y sólo cuando, la 
serie (2) converge absolutamente. 
Demostracion. Es fácil ver que cada conjunto 
Ap=joxEA, f(x) Yn) 
es la unión de aquellos B, para los cuales c= yp. Luego, 
Ent (4)= Ly, D 48)= De (B). 
T A 
Como la medida es no negativa, tenemos 
El lnA)=Y 10! 2 B= Dla leE 


es decir, las series Yy (4,) y Zeue (B,) son ambas absoluta- 


mente convergentes o ambas divergentes. El lema queda demostrado. 
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Indiquemos algunas propiedades de la integral de Lebesgue 
de funciones simples: 


A) freda f el9du= f OHE) de 


con la particularidad de que la existencia de las integrales del 
miembro izquierdo implica la existencia de la integral del miem- 
bro derecho. 

Supongamos, para demostrar esta "propiedad, que f toma los 
valores f; en los conjuntos F¿CA y g toma los valores g, en los 
conjuntos G,CA, de manera que 


m= pod gte E) B 
1:= |g du= Zem (0). C) 
à s 
Entonces, de acuerdo con el lema, 


J= Fote PROFE) 6) 


pero, 
m(F)=2Zn(F:00), 1(6)= Re (F:0 6), 


de manera que la convergencia absoluta fde las series (3) y (4) 
implica la convergencia absoluta de la serie (5); además, 


Jalle 
B) Para cualquier constante k 


28 00 da= $ (f (9) du, 
1 2 


donde la existencia de la integral de miembro izquierdo implica 
la existencia de la integral del miembro derecho. (La comproba- 
ción es inmediata). 

C) Una función simple f acotada en un conjunto A es inte- 
grable en A y, además, si |f(x)|<M en A, se tiene 


[from] < Mea. 
à 


(La comprobación es inmediata). 
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2”, Integral de Lebesgue en conjuntos de medida finita. 
perinicion 2. Una función f (x) se llamará integrable (sumable) en 
un conjunto A cuando exista una sucesión de funciones simples fn 
integrables en A convergente uniformemente hacia f. 


El límite 
I= lim $h () dy (6) 
será denotado mediante 


frode 
3 


y llamado integral de la función f en el conjunto A. 

Esta definición es correcta si se verifican las siguientes con- 
diciones: 

1. El límite (6) existe cualquiera que sea la sucesión unifor- 
memente convergente de funciones simples integrables en A. 

2. Este límite no depende, para una función fijada f, de la 
selección de la sucesión (f,). 

3. Para las funciones simples las definiciones de la integrabi- 
lidad y de la integral coinciden con las dadas en el punto 1. 

Todas estas condiciones quedan, realmente, satisfechas. 

Para demostrar la primera, basta observar que, debido a las 
propiedades A), B) y C) de la integral de funciones simples, 


[ed ide <el) sup lfl) D 
à à Er 


Para demostrar la segunda condición es preciso considerar dos 
sucesiones (f.) ad NA) convergentes hacia f. Si el límite (6) to- 
mara valores distintos para cada una de estas dos sucesiones, no 
existiría el límite (6) para la sucesión obtenida como unión de 
estas dos, lo que estaría en contradicción con la primera condi- 
ción. Finalmente, para pa la validez de la tercera condición 
es suficiente considerar la sucesión f,=f. 

Establezcamos las propiedades fundamentales de la integral 
de Lebesgue. Una consecuencia directa de la definición es que 


É Franca). 6) 
II. Para cualquier constante k 
Y UFOd R 700 da, 0) 


donde la existencia de la integral del miembro izquierdo implica 
la existencia de la integral del miembro derecho. 

Esta propiedad se deduce, mediante el paso al límite, de la 
propiedad B) para las integrales de funciones simples. 
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ur. frodi Vetoda=11F()+2(0) da, (10) 
à à 


donde la existencia de las integrales del miembro izquierdo im- 
plica la existencia de la integral del miembro derecho. 

La demostración se obtiene, mediante el paso al límite, de 
la propiedad A) de la integral para funciones simples. 

IV. Una función f acotada en un conjunto A es integrable en A. 

La demostración se obtiene, mediante el paso al límite, de 
la propiedad B) de la integral de funciones simples. 

. Si F(x) >0, se tiene 


Írc0du>0 a 


(suponiendo ne la integral existe). 

Para las funciones simples esta propiedad se deduce directa- 
mente de la definición y en el caso general la demostración se 
basa en la posibilidad” de aproximar una función no negativa 
mediante funciones simples no negativas. 

De la última propiedad se desprende inmediatamente que para 
F(x) >8(x) se tiene 


(Fo de > fg) dm, (12) 
1 à 


de manera que siendo m<f(x)<M para todos (o casi todos) 
los x€ A, tendremos 


mu (A) < F) da < My (A). a3) 


VI. Si p(A)=0, se tiene | f (x)dp =0. 


Esta afirmación se deduce directamente de la definición de 
la integral de Lebesgue. 

VII. Si una función q es integrable en A y |} (x)| <p (x) en 
casi todo el A, entonces f es integrable en A. 

En efecto, si f y y son funciones simples, omitiendo del con- 
junto A un conjunto de medida nula, podemos representar el 
conjunto A” que queda como la unión de una cantidad finita 
o numerable de conjuntos, en cada uno de los cuales f y q son 
constantes 


f()=4, p(x)=5, y, además, Ja, |< bn- 
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De la integrabilidad de q se desprende que 
Ela, nía) < Bona) = [004 =S9 (0 dr. 
De manera que f es también integrable y 
[fran] =] Srde] Zanca] < 
A X ai 
<Yla,ln(A, 


1O) de< 060 du. 
y A 
pi el caso general esta afirmación se demuestra pasando al 
imite. 

VIII. Las integrales 


n=f jede 1,=S 1569 |du (14) 


A 


o bien existen ambas o bien ambas no existen. 

En efecto, la existencia de la integral /, implica la existencia 
de la integral /,. 

Lo recíproco se desprende, en el caso de una función simple, 
de la definición de la integral y en el caso general se demuestra 
mediante el paso al límite y valiéndose de la desigualdad 


lla|—[51|<la—b1. 


3”. a-aditividad y continuidad absoluta de la integral de Le- 
besgue. En el punto anterior hemos enunciado las propiedades 
de la integral de Lebesgue en un conjunto fijado. Ahora estable- 
ceremos algunas propiedades de la integral de Lebesgue conside- 
rando la expresión 

F(4)= | f (x) dp 
A 
como función de conjunto, definida en la clase de conjuntos me- 
dibles. Probemos, ante todo, la propiedad siguiente. 


teorema 1. Si A=( An; A,0A¡=2 para i+ j, entonces, 


$ (o) de = Y f Fade d5) 
à E 


donde la existencia de la integral del miembro izquierdo implica 
la existencia de las integrales y la convergencia absoluta de la 
serie del miembro derecho. 
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DEMOSTRACION. Probemos primero la afirmación del teorema para 
el caso de una función simple f que toma los valores 

Yis Ya «<<» Yare 


B= {x:x6A, f= nh 
Br = (0: E An f= 


Sean 


Entonces, 


code Zu B= Zn BB) 
Y ua(B,)=YÍ Fedde. (16) 


An 
Como la serie $ yan (B,) converge absolutamente, suponiendo que f 
es integrable en A, y como las medidas de todos los conjuntos 
son no negativas, también convergen absolutamente todas las de- 
más series de la cadena de igualdades (16). 

En el caso de una función f arbitraria, se desprende, de su 
integrabilidad en A, que para cualquier e > 0 existe una función 
simple g integrable en A que verifica la condición 


Wae) < e (17) 


Secodu= 31 gdp, (18) 


Para g tenemos 


donde g es integrable en cada conjunto A, y la serie (18) con- 
verge absolutamente. De este último hecho y de la estimación (17) 
se desprende que f es también integrable en cada A, y que 
zji oda gde] < Fen (4) = en (A), 
LES An E 
|f dn—fatdu| <en (a) 


esto y (18) demuestra la convergencia absoluta de la serie 
Df fdp y lleva a la estimación 
Ta 


El 1da — [fo dp | < 2u (4). 
Como e> 0 es arbitrario, obtenemos 


zi Foda = | Fix) du. 


2 
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coroLarto. Si f es integrable en A, f es integrable también en 
cualquier conjunto medible A"CA. 
Hemos demostrado que la integrabilidad en un conjunto A 
de una funcion f(x) implica, en el caso en que A=UÁ, y 
A;N A; Ø, que f (x) sea integrable en cada A, y que la integral 
en A sea igual a la suma de las integrales en los conjuntos An. 
Esta afirmación puede ser invertida en el sentido siguiente. 


teorema 2. Si A=[YA,, ANA;=Ø para ij y la serie 


EII Olda a9 


A An 
converge, la función f es integrable en A y 


Hod=YÍ flde 
a 


Lo nuevo aquí, en comparación con el teorema anterior, es 
la afirmación de que la convergencia de la serie (19) implica la 
integrabilidad de f en A. 

Realicemos la demostración primero para el caso de una 
función simple f que toma los valores f; en los conjuntos B; 
Tomando 

Ani™ An N Ba 
tenemos 
f Ild = DI fle An) 
7 


Àn 
La convergencia de la serie (19) implica la convergencia de 


las series 
PPAG 18:0 A). 
La convergencia de la última serie significa la existencia de 
la integral 
fiO g fe BNA. 
A 
En el caso general, aproximaremos la función f mediante 
una función simple f de manera que 
IO le (20) 
Entonces, 
f Folde < | A0 ldu +en(An) 
An An 


$ 5. INTEGRAL DE LEBESGUE 341 


y como la serie 


DA) ="(4) 


converge, la convergencia de la serie (19) implica la convergen- 


cia de la serie 
Fio) ldy, 
zji (91 


es decir, implica, de acuerdo con lo demostrado, la integrabili- 


dad en A de la función simple F. Pero, entonces, la función ini- 
cial f será también integrable en A, debido a (20). El teorema 
queda demostrado. 

Desigualdad de Chébishev. Si p(x)>0 en A, entonces 


lxea, e(9>4>2/oc94. en 
á 


En efecto, sea 
A 


puxea, e()>c). 
Entonces, 


Vocoda=Socrd+ | vtodw> [ema >a’). 
à È i 2 


COROLARIO.! Si 
IFO [du =0, 
A 


es f(x)=0 en casi todos los puntos. 
Efectivamente, tenemos, en virtud de la desigualdad de 
Chébishev, 


afexea, FOl >F} <n [1F0)ldu=0 
à 


para todos los n. Por la tanto, 
nixed, 1(9%0)< Y ness, 0>). 
pet 


En el punto anterior hemos indicado que la integral de 
Lebesgue en un conjunto de medida nula es igual a cero cual- 
quiera que sea la función f. 

Esta afirmación puede ser considerada como el caso limitle 
del siguiente teorema importante. 
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Teorema 3 (continuidad absoluta de la integral de Lebesgue). Si 
Fx) es una función sumable en un conjunto A, para cada 
e >0 existe un $ >0 tal que 


|5 Podu j<. 
? 
para cualquier conjunto medible ec A tal que p (e) < 8. 


DEMOSTRACION, Observemos, ante todo, que nuestra afirmación 
es evidente cuando f es acotada. Sea ahora f una función arbi- 
traria sumable en A. Tomemos 


A = [Ex EA, nL OKNA) 


x 
UA, C= AN8By. 


Entonces, en virtud del teorema 1, 


Jircoida= S Sdn 


À neo 
Escojamos N de manera que 
È polda- f Irena. 
N 


neos $ 
y sea 


e 
0<8< NF 

Si ahora p (e) < 6, tendremos 

[Fresas jafra- $ iodat $ 1FE)lde 

P- ; eny enc y 
La primera de las integrales del miembro derecho no pasa de 
+ (propiedad V), mientras que la segunda no es mayor que la 
integral referida a todo el conjunto Cay es decir, tampoco pasa 
de $; luego, tenemos 


Vico ld < e. 


Las propiedades establecidas de la integral como función de 
conjunto llevan al resultado siguiente. Sea f una función no 
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negativa, sumable en un espacio X respecto a una medida p. 
Entonces, la función 


F(4)= fide 


está definida para todos los conjuntos medibles Ac X y es no 
negativa y o-aditiva, es decir, satisface la condición: si A=U A, 


y AA/=9, se tiene F(A)=BF(A,). En otras palabras la 


integral de una función no negativa , considerándola como 
función de conjunto, todas las propiedades de una medida o-adi- 
tiva. Esta medida está definida en la misma o-álgebra en la 
que está definida la medida inicial p y, además, está relacionada 
con p mediante la condición: si p(A)=0, también F(4)=0. 


4°. Paso al límite bajo el signo de la integral de Lebesgue, 
La cuestión sobre el paso al límite bajo el signo de la inte- 
gral o, que es lo mismo, sobre la posibilidad de integrar tér- 
mino por término una serie convergente, surge con frecuencia en 
diferentes problemas. 

En el Análisis clásico se demuestra que una condición sufi- 
ciente para poder realizar este paso al límite es la convergencia 
uniforme de la sucesión (serie) correspondiente. 

Demostraremos ahora ciertos teoremas acerca del paso al 
límite bajo el signo de la integral de Lebesgue que constituyen 
unas generalizaciones de largo alcance de los teoremas correspon- 
dientes del Análisis clásico. 


TEOREMA 4 (Lebesgue). Si una sucesión {f„} converge en A hacia f 
y para todo n 
lOl E 
donde q es integrable en A, la función límite f es también 
integrable en A y 


Ç Fala) du — $ F(x) du 


À Á 


DEMOSTRACION. Se desprende fácilmente de las condiciones del 
teorema que |F (x)| < p(x). Por eso, como hemos señalado en el 
punto anterior (propiedad VII), f(x) es integrable. Sean 


A= puk—1<p(9<tk Ba= U A=(:000>m). 


k>m 
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Por el teorema 1 
| padu = foad (22) 
á 9) 


y la serie (22) converge absolutamente. Además, 


fipedn= 3 f pde 
hd, 


Em 


De la convergencia ¡de la (serie (22) se desprende la existencia 
de un m tal que 


Coba <> 
Bm 


En ANB, se cumple la desigualdad ọ(x) <m. En virtud del 
teorema de Egórov, se puede representar AMB, en la forma 


ANB,=CUD, donde (D) < gx y en el conjunto C la sucesión 


{fa} converge uniformemente hacia f. 
Escojamos N de manera que para n > N se tenga 


19101 < q 
en el conjunto C. Entonces, 
Saeta fhod E rondas 
+ f fa (9d Hodr+ f Ifa (9—4 0] dp 
De aquí 
jiraw [duc 5t =e. 


coroLaRio. Si |f, (x)| <M =const y fa— f, tenemos 
du— dy. 
fhd Sioda 


Observación. Como quiera que los valores que asume una 
función en un conjunto de medida 0 no influyen en el valor de 
la integral, bastaría suponer en el teorema 4 que (al converge 
hacia f en casi todos los puntos y que las desigualdades 
If. (0)<e(x) se cumplen también en casi todos los puntos. 
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TEOREMA 5 (Beppo Levi). Supongamos que 
SiS... </h(m<..- 
en un conjunto A, en el que las funciones fẹ, son integrables, 
y que sus integrales son acotadas en su conjunto 


[heda <K. 
à 
Entonces, existe en casi todo el A el limite (finito) 
F= lim fa (0), e3 
la función f es integrable en A y 
FFn) du — [Ed 
4 à 
Además, en el conjunto, en el que no existe el límite (23), la 


función f puede estar definida arbitrariamente, tomándose, por 
ejemplo, /(x)=0 en este conjunto. 


DEMOSTRACION. Vamos a suponer que /,(x)>0, ya que el caso 
general se reduce a éste pasando a las funciones 


h=fh—h 
Consideremos el conjunto 
Q=(x:x€A, fu (2) — 00). 
Es fácil ver que 2=(]U QP, donde 


: 
OP=(exEs, h> rh 
En virtud de la desigualdad de Chébishev (21), 
(0) <t. 


Como OP EQPE...CQP..., tenemos «(Y 


) <k y 
como para cualquier 7 
Qc yer, 


encontramos de aqui que p(Q) <K/r. Por ser r arbitrario, 
1(Q)=0. 


Con esto queda demostrado que la sucesión monótona {fa (x)) tiene 
en casi todo el A un límite finito f(x). 
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Sea ahora p(x)=r para aquellos x en los cuales 
r—1<Sf()<r, r=l, 2, ... 


Si demostramos la integrabilidad de q(x) en A, la afirma- 
ción de nuestro teorema se desprenderá inmediatamente del 


teorema 4. 
Denotemos por A, el conjunto de aquellos puntos xE A para 


los cuales p(x)=r y pongamos 


B,=U 4, 


r 


Como las funciones f, y f son acotadas en B, y siempre 
g(x) < Fix) +l, tenemos 


Joods mt 
= lim Arcod+rta) <K+y(4). 


no 
Pero, 


: 
fowdi= $ mía). 
i A 

La acotación de estas sumas implica la convergencia de la serie 


$ ruía)= | odu 


A A 
Luego, hemos demostrado que q es integrable en A. 


COROLARIO. Si pn(x)>0 y 
E [iwda < o, 
entonces, la serie ypu (x) converge en casi todo el A y 
È ha OS È piod 


TEOREMA 6. (Fatou). Si una sucesión {f„}) de funciones medibles 
no negativas converge en casi todo el A hacia f y 


Sica <K, 
f es integrable en A y 
(Fda <K. 


À 
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DEMOSTRACION. Tomemos 
Pa (x)= int falo; 
k>a 
q, es medible, ya que 
ipt) <= U (eñto<d. 


kn 


Además, como 0< q, (x) < fa (2), 9, son medibles y 
fodas $ fa (0 du < K; 


À A 
finalmente, 
ASAS. <<... 
y lim q, ()=/() 
no 


en casi todos los puntos. Por lo tanto, aplicando a (q,) el teo- 
rema anterior, obtenemos el resultado necesario. 


5°. Integral de Lebesgue en un conjunto de medida infinita. 
Al hablar de la integral y de sus propiedades, hemos aceptado 
hasta este momento que se consideran funciones definidas en uno 
u otro conjunto medible de medida finita. Sin embargo, trope- 
zamos frecuentemente con funciones definidas en un conjunto de 
medida infinita, por ejemplo, con funciones definidas en la recta 
con su medida lebesguiana. Por esto es importante extender el 
concepto de la integral también a este caso. Nos limitaremos al 
caso prácticamente más esencial en el que el conjunto X puede ser 
representado como la unión de una cantidad a lo sumo nume- 
rable de conjuntos de medida finita ©: 


X= Xue p(X) <o. (24) 


Llamaremos sucesión exhaustiva a toda sucesión (X,) de subcon- 
juntos medibles del conjunto X que verifica la condición (24). 
Introduzcamos la definición siguiente. 


D Si un espacio X, en el que está definida una medida y, puede ser 
representado como la unión de una cantidad numerable de conjuntos de 
medida finita, la medida en X se llama ø-finita. Como ejemplos de medi- 
das a-tinitas pueden servir las medidas de Lebesgue en la recta, el plano 
y el espacio n-dimensional. Medidas que no son o-finitas se pueden obtener, 
por ejemplo, asignando a cada punto de la recta el peso L y llamando 
medibles a todos los subconjuntos finitos de la recta (que constituyen un 
anillo). 
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DEFINICION 5. Una función medible f, definida en un conjunto X 
de medida a-finita X,, se llama sumable en X cuando es sumable 
en cada subconjunto medible AcX de medida finita y cuando 
para cada sucesión exhaustiva {Xa} de conjuntos medibles existe 
el límite 


lim È F6)dp (9. (25) 
2. a 


Este límite se llama integral de f en el conjunto X y se denota con 
OS 
X 


Está claro que el ¡límite (25) no depende de la selección de la 
sucesión exhaustiva (X,), ya que, de lo contrario, uniendo dos 
sucesiones exhaustivas podríamos construir una sucesión exhaus- 
tiva para la cual el límite (25) no existiría. Está claro también 
que sí la función f se anula fuera de un conjunto de medida 
finita, la definición de la integral que acabamos de enunciar 
coincide con la que ha sido dada en el punto 2. 

Observación. La definición de la integral de una función 
simple, dada en el punto 1, puede ser conservada textualmente 
iombién en el caso de medida infinita. Está claro que para que 
una función simple sea sumable es necesario entonces que asuma 
cada valor diferente del cero solamente en un conjunto de medida 
finita. La definición de integrabilidad, dada en el punto 2, está 
relacionada estrechamente con la suposición de que la medida del 
conjunto X sea finita. En efecto, si p(X)=>00, la convergencia 
uniforme de una sucesión de funciones simples sumables (q,! no 
implica, en el caso general, la convergencia de la sucesión de sus 
integrales (¡dése un ejemplo!). 

Los resultados expuestos en los puntos 2 y 3 para el caso de 
medida finita subsisten, en lo fundamental, para las integrales en 
conjuntos de medida infinita. 

La diferencia substancial consiste en que, en el caso de 
p(X)=00, una función medible acotada en X no es necesaria- 
mente sumable. En particular, si p(X)=00, ninguna constante 
diferente del cero es integrable en X. 

El lector comprobará fácilmente que los teoremas de Lebesgue, 
de Beppo Levi y de Fatou subsisten en el caso de medida o-finita. 


6”. Comparación de la integral de Lebesgue con la integral de 
Riemann. Veamos la relación que existe entre la integral de 
Lebesque y la integral de Riemann, limitándonos al caso más 
sencillo de la medida lineal de Lebesgue en la recta. 
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TEOREMA 7. Si existe la integral de Riemann 
è 
I=(RÁ f(x)dx, 


F es integrable en [a, b] según Lebesgue y 
§ Fdda=1. 
le, b) 
DEMOSTRACION. Consideremos la partición del segmento (a, b) en 
21 intervalos mediante los puntos 
Xx=0+ ES (b—a) 


y consideremos las sumas de Darboux correspondientes a esta 
partición 


donde M,, es la cota superior de f en el segmento 
ISS 
Y Ma la cota inferior de f en el mismo segmento. Por definición 
de la integral de Riemann, 
I=lim Q,=lim oy. 


Tomemos 


Ía(0)=Maz para ai << Kyo 
[a (2) =m para xai << Xp 


En el punto x=b las funciones f, y fẹ pueden ser definidas arbi- 
trariamente. Es fácil probar que 5 


f 7.(0du=2,, 
lo. b) 


dp = Ope 
RNG Po 


Como la sucesión (7,) es no creciente y la sucesión (f,) no de- 
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creciente, tenemos en casi todos los puntos 

Leo —Ho0> 10 (0 —1(0<H). 
En virtud del teorema 7, 


| FGodu=lim Q, 


w no 


De manera que 


$ Tolda | Foie da =0 


PE] 


o= f fode 
u% 


La, b) la: b} 
y, por consiguiente, en casi todos los puntos 
Foie) =o, 
es decir, 
To) =1()=1/() 
y 


S Frda=1. 
fa, 8) 


El teorema queda demostrado. 


Es fácil señalar ejemplos de funciones acotadas integrables 
según Lebesgue, pero no integrables según Riemann (por ejemplo, 
la función de Dirichlet, mencionada anteriormente, que es igual 


a 1 para losx racionales y al O para losx irracionales). 


Las funciones no acotadas no son integrables según Riemann, 
pero muchas de ellas son integrables según Lebesgue. En parti- 
cular, cualquier función f(x)>0 para la cual la integral de 


Riemann rari 
f Fede 


ate 


existe para cada e >0 y tiene un limite finito / para e— 0, es 


integrable en [a, b] según Lebesgue y 
b 


§ F)du=lim Í físdax. 
la, $1 Est are 


Señalemos que las integrables impropias 


s è 
f fdr=lim | fo) de, 
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en el caso en que 


$ 
Jm f M6ldi=ee, 


no existen en el sentido lebesguiano ya que, de acuerdo a la 
propiedad VIII del punto 2, la sumabilidad de la función f(x) 
implica que la función |f(x)| sea también sumable. Por ejemplo, 
la integral 

1 

š 


existe como integral impropia de Riemann (convencionalmente 
o: pero no existe como integral de Lebesgue. 

Si una función se considera en toda la recta (o en una semi- 
rrecta), su integral de Riemann puede existir solamente en el 
sentido impropio. Si esta integral converge absolutamente, tam- 
bién existirá en este caso la correspondiente integral de Lebesgue 
teniendo el mismo valor. En cambio, si esta integral converge 
convencionalmente, la función no será integrable en el sentido de 
Lebesgue. Por ejemplo, la función 


sen L dx 
7 


wj 


no es integrable según Lebesgue en toda la recta ya que 
f (E dx = 00. 
x 


Sin embargo, como se sabe, la integral impropia 
$ senx de 
F 
existe y es igual a 5. 


§ 6. PRODUCTOS DIRECTOS DE SISTEMAS DE CONJUNTOS 
Y DE MEDIDAS. TEOREMA DE FUBINI 


En el Análisis desempeñen un papel importante los teoremas 
sobre la reducción de una integral fobie (o, en general, múltiple) 
a la integral reiterada. El resultado fundamental de la teoría de 
las integrales múltiples de Lebesgue es el teorema de Fubini que 
demostraremos al final de este parágrafo. Previamente expondre- 
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mos algunos conceptos y resultados auxiliares que tienen, además, 
interés por si mismos. 


1°, Productos de sistemas de conjuntos. Un conjunto Z de 
pares ordenados (x, y), donde xEX e yEY, se lama producto 
directo de los conjuntos X e Y y se denota con Z=XXY. Del 
mismo modo, el conjunto Z de sucesiones finitas ordenadas 
(o Xa -s Xa), donde xy € Xp se llama producto directo de los 
conjuntos X,, Xa ---» Xa y se denota con 

Z=X XxX ¿XXX =| X| Xe 
En particular, cuando 
X,=X,=...=X, =X, 
el conjunto Z es la nésima potencia del conjunto X: 
Z=%". 


Por ejemplo, el espacio de coordenadas n-dimensional R” es 
la n-ésima potencia de la recta numérica R!. El cubo unidad 7", 
esto es, el conjunto de elementos de R” con coordenadas que 
verifican las desigualdades 


0<x<!l, k=1,2..., 2 


constituye la n-ésima potencia del segmento unidad /*=[0, 1]. 
Si € Sy ..., S, son sistemas de subconjuntos de los 
conjuntos Xy, Xa ..., Xm entonces, 


R=8,x8,X...xS, 


representa el sistema de subconjuntos del conjunto X =| X |X, 
que se pueden escribir en la forma 


A=A,XA¿X...X An 
donde A, € Sy 
Si 8/=8,=...=3,=8, es R la nésima potencia de S: 
R=S". 


Por ejemplo, el sistema de paralelepípedos de R” es la n-ésima 
potencia del sistema de segmentos 


TEOREMA 1. Si SS), .... E, son semianillos, también R= [X| S, 
es un semianillo. 


Demostracion. De acuerdo con la definición de semianillo debemos 
probar quesi A, B € R, entonces A N B ER y que, además, para BcA 
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se tiene A= C; donde C,=B, C¡NC,=9 para ij y 


izi 
C¡ER ((=1,2,.... n). 
Realicemos la demostración para el caso en que n=2. 
I. Sea AEE,xS,, BEC, XS; esto significa que 
AAA AES, A, EČ, 
B=B,XB, B, €S, B,E€S,- 


Entonces, 

AnB=(4,NB)x(4,0B,) 
y como 

AMB,ES,, ANB, ES, 
tenemos 


ANBES,xS,- 
1I, Supongamos ahora adicionalmente que BcA. Entonces, 
B,CA, B,cA, 
y, como E, y E, son semianillos, tienen lugar las descompo- 
siciones 
A,=B,UBPU...UBL, 
A,=B,UBPU...UBP, 
A=A,xA,=(B,xB)U(B,xBP)U...U(B,x BP) U 


U(BP xB, U(BPXBP)U ... U(BPXBP)U 


U (B® x B,) U (B® x BP)U .. . U (BPX BP). 

En la última descomposición el primer término es B,x B, =B 
y todos los términos pertenecen al sistema &, X &,. Esto demues- 
tra el teorema. 

Sin embargo, si los sistemas 3, son anillos o anillos borelianos, 
ello no implica aún, en el caso general, que el producto |x| S, 

k 

sea un anillo o, respectivamente, un anillo boreliano. 

2°, Productos de medidas. Supongamos que en los semianillos 
E, E, ..., S, se han definido las medidas 

B(A), PA), ++ Hn (An) Ar E Sr 
Definamos en 


R=5,x8,X...xS. 
la medida 
p=p,XPX o. -X Ma 


12 w 2150 
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i 
=A,X AX- X Am 

B(A) =p (A) pa (A) --- Ha (An) 


Es preciso demostrar que p (4) es una medida, esto es, que p (A) 
es aditiva. Haremos esto para el caso en que n=2. Supongamos 
que se tiene la descomposición 


de la siguiente forma: 


entonces, 


A=A,xA,=U B®, B908W=9 para i+ j, 
k 
B® = BË x BP. 
En el capítulo I (lema 2 del § 5) ha sido demostrada la exis- 
tencia de descomposiciones 


A=Ucr, 4,=Ucr 
m 


tales que los, conjuntos Bf” son uniones de ciertos C£” y los 
conjuntos B® son uniones de determinados Cy”. Es obvio que 


p (A) = pa (A3) hs (4) = D Pu (CP) p (CP) a) 
p (8™) = p, (BP) p, (BP) = 2 2 pa (C9) pa (C), (2) 


donde en el miembro derecho de la igualdad (1) aparecen justa- 
mente una vez todos los términos que figuran en los miembros 
derechos de las igualdades (2). Por lo tanto, 


u (4) = Er (B 


que es lo que debíamos demostrar. 

En particular, la aditividad de las medidas elementales en un 
espacio euclídeo n-dimensional se desprende de la aditividad de 
la medida lineal en la recta. 


TEOREMA 2. Si las medidas p, Mas --. + Mn Son o-aditivas, tam- 
| bién es o-aditiva la medida u= p, X pX >» - X Pn 


Daremos la demostración para el caso en que n=2. Supon- 
gamos que A, es la prolongación lebesguiana de la medida p,- 


Sea C= [U] Cn, donde los conjuntos C y C, pertenecen a 5, X E, 
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es decir, 

C=AxB, AES, BES, 

Cp Ar Xx Bay AE E) B ES, 
Tomemos para x€ X 

P: (Bp) cuando x € Ap 

ho] 0 cuando xẸ Ap. 

Es fácil ver que para x€ A 
Ei ()=u, (B) 


Y po i de acuerdo con el teorema de Beppo Levi (teorema 5 
lel $ 


ESA 0) dm= | pa (B) dha = ha (A) (B)= p, (A), (B) 

Pero, 
Vi)». (Ba) pa (A) =p (Cp) 
de modo que s 
eC) = (0). 
tegner pa teie e 
hOLO. -Qen =m 
En particular, para 
==... =p 

obtenemos la n-ésima potencia de la medida q. 


p"=¡0)| Mp Hype 
po 


Por ejemplo, la medida n-dimensional de Lebesgue p” es la 
n-esima potencia de la medida lineal de Lebesgue p. 


3°. Representación de la medida plana en términos de la inte- 
gral de la medida lineal de secciones y definición geométrica de 
la integral de Lebesgue. Sea G una región del plano (x, y) limi- 
tada por las verticales x=a, x=6 y las curvas y= ọ (x), y =p (x). 
Como es conocido, el área de la región G es igual a la integral 

è 


V(O) = $ fp) — p()j dx. 


12° 
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La diferencia y (x,)—w (<p), representa aquí la longitud de la 
sección de la región G mediante la vertical x= xp. Nuestro obje- 
tivo es extender este modo de medir áreas al caso de medidas- 
productos arbitrarios 


B= hy 
Vamos a suponer en lo sucesivo que las medidas p, y p, están 
definidas en álgebras borelianas, son ø-aditivas y verifican la 
condición de plenitud (si BcA y 1(4)=0, entonces B es me- 
dible), condición que, como hemos visto con anterioridad, verifi- 


can todas las prolongaciones lebesguianas. 
Introduciremos las denotaciones siguientes 


As={y: (x, EA}  (x fijo), 
Ay=(x: (x, EA) (y fijo). 
Si X eY son rectas numéricas (de modo que XXY es el 


plano), A,, es la proyección sobre el eje Y de la sección del con- 
junto A mediante la recta vertical x= xy. 


TEOREMA 3. En las suposiciones senaladas se tiene 
A = | pe (4p) dhs 
para cualquier conjunto p-medible AV. 


pemostracion. Es obvio que basta demostrar la igualdad 


(A) =$ 9400 dpe, donde p4 (x)= py (47), 6) 
x 

ya que la segunda parte del teorema es totalmente análoga a la 
primera. Observemos que el teorema incluye automáticamente la 
aseveración de que para casi todos los x (en el sentido de la me- 
dida h) los conjuntos A, son medibles según la medida p, y de 
que la función p4 (x) es medible respecto de la medida py. De lo 
contrario, la fórmula (3) no tendría sentido. 


1% Observemos que la integración en X se reduce, de hecho, a la inte- 
gración en el conjunto U AC X fuera del cual el integrando es igual a cero. 
Y 


Análogamente, [= | 
F U As 
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La medida p es la extensión lebesguiana de la medida 
mM=,X Uy 
definida en el sistema S, de conjuntos de tipo 
A= A,X Ary 

Para estos conjuntos la igualdad (3) es evidente, ya que en 

este caso 
By (Ax) para xE Apy 
pato) { O para xE Ap, 

La igualdad (3) se extiende sin dificultad también a los con- 
juntos de R(S,,) que se descomponen en uniones finitas de con- 
Juntos disjuntos dos a dos de 3. 

En el caso general, la demostración de la igualdad (3) se basa 


en el lema siguiente que tiene interés independiente en la teoría 
de prolongaciones lebesguianas. 


Lema, Para cualquier conjunto y-medible A existe un conjunto B 
tal que 


B=(18» B,38,>...> B, >... 


B,=U Bm BBC ...CB,4C 0... 
k 


donde los conjuntos Bẹ son elementos de R (Sn) y ACB y 
1(4)=4 (B). 
La Demostracion del lema se basa en el hecho de que, cual- 
quiera que sea n, el conjunto A puede ser incluido, por definición 
de medibilidad, en la unión C,=|] An, de conjuntos A, de Sa 


de manera que a 
BC) <B 
Tomando B,=(]C,, veremos sin dificultad que los conjuntos 
h=l 
B, tienen la forma B,=|] ô,, donde 8,, son elementos de Ea 


s k 


Tomando, finalmente, Ba= U Ss obtendremos un sistema de 
szi 
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conjuntos Bs con las propiedades requeridas. Esto demuestra el 
lema, 

Empleando el teorema de Beppo Levi (teorema 5 del $ 5), es 
fácil extender la igualdad (3) de los conjuntos Bp, €N (Sa) a los 
conjuntos B, y B, ya que 


Pa) = liM Pan) Pam <P S o 
pz(x)= lim 95, (0, PB, >P, > 


Si p(4)=0, entonces p (B)=0 y en casi todos los puntos 
va (x)=1,(B,)=0. 
Como A,=B,, para casi todos los x el conjunto A, es medible y 
Pa) =1,(4,)=0, 
For) da,=0=4 (4). 
Por consiguiente, la fórmula (3) es válida para conjuntos A tales 


gue elama: En el caso general, representaremos A en la forma 
BNC, donde, en virtud de (4), 


p(C)=0. 


Como la fórmula (3) es válida para los conjuntos B yC, es fácil 
probar que se cumple también para el conjunto A. Hemos ter- 
minado la demostración del teorema (3). 

Consideremos ahora el caso en que Y es la recta numérica, 
t es la medida lineal de Lebesgue y el conjunto A es el con- 
finto formado por puntos (x, y) de tipo 


(EM, OSY SFO (5) 


donde M es un conjunto 1,-medible y f(x) es una función inte- 
grable no negativa. En este caso, 


HH(x) para xEM, 
By as-{ O para xEM 


(4) = | F) dps 
ù 


Hemos demostrado con esto el teorema siguiente. 


TEOREMA 4. La integral de Lebesgue de una función no negativa 
F(%) es igual a la medida y=.Xxp, del conjunto A definido 
por las relaciones (5). 
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En el caso en que X es también la recta numérica, el con- 
junto M es un segmento y la función f(x) es integrable - según 
iemann, este teorema se reduce a la expresión conocida de la 
integral como el área comprendida debajo del gráfico de la función. 


4°. Teorema de Fubini. Consideremos el producto triple 
U=XxYxZ; si en X, Y y Z están definidas las medidas py, 


Uy Y Mz la medida 
P= OHOP 
puede ser definida o bien como 


=D) Dm 
B= hQ Q m). 


i Es fácil probar que, de hecho, estas definiciones son equiva- 
entes. 

El teorema siguiente constituye el resultado principal en la 
teoría de integrales múltiples. 


TEOREMA DE PUBIN). Supongamos que las medidas py y p, están 
definidas en anillos borelianos, son -aditivas y completas; su- 
pongamos, además, que 

=u Quy 


y que la función f(x, y) es integrable respecto a la medida p 
en un conjunto 


o bien como 


ACXxY. (6) 
Entonces", 


(Fæ, udu = j ( pe Ddu) das = 


4 
=j (10 Dejó (D) 


La afirmación del teorema incluye la existencia de las inte- 
grales en los paréntesis para casi todos los valores de la variable 
respecto a la cual se toman estas integrales. 


DEMOSTRACION. Realicemos primero la demostración para el caso 
en que f(x, y)>0. Consideremos con este fin el producto triple 


U=XxYxZ, 


D Véase la llamada al pie de la página 356. 
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donde el tercer factor es la recta numérica, y el producto de 


medidas 
=u DOQQ, 
donde p* es la medida lebesguiana lineal. 
Definamos en U un subconjunto W tomando 


(e y, EW 


xEA, yEAn 
0<2<f(x y). 
De acuerdo con el teorema 4, 


MW) =fr yd. (6) 
Por otra parte, en vista del teorema 3, 
A(W)= 507 dai © 


donde E=u,xp! y W, es el conjunto de pares (y, 2) tales que 
(x, Y, 2)€ w. Además, de acuerdo con el teorema 3, 


cuando 


EW) f F, day. (10) 
Comparando (8), (9) y (10), encontramos 
fF de= f ( KELALA 
à FACA 


que es los que queríamos demostrar. 
El caso general se reduce al estudiado mediante las relaciones 
F =F (x, 9—F (o Y 
Pn y= LEMEE, f- qu, y= Het, 


Observación. Como veremos en los ejemplos que indicamos más 
abajo, la existencia de las integrales reiteradas 


56 1d0,) dez y § (F 1002) de, un 
Xx Ya, , 
no implica, en el caso general, ni la igualdad (7) ni la integra- 
bilidad de la función f(x, y) en A. Sin embargo, si existe al menos 
una de las integrales 
$0 176. 9ldo,) dhe 6 $ ($ r 10) de. 2 
As yla, 


f(x, y) es integrable en A y tiene lugar la igualdad (7). 
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En efecto, supongamos, por ejemplo, que la primera de las 
integrales (12) existe y es igual a M. La función f, (x, y) =minx 
X {|F (x, y), n} es medible, acotada y, consecuentemente, sumable 
en A. Por el teorema de Fubini 


Vx ude =$ ($ h D duy) de. <M. (13) 


Las funciones f, forman una sucesión monótona no decreciente 
que converge en casi todos los puntos hacia |f(x, y)]. En virtud 
del teorema de Beppo Levi, de aquí y de la desigualdad (13) se 
desprende que la unción {f (x, y)| es sumable en A. Pero, entonces, 
también f(x, y) es sumable y para ella es válido el teorema de 
Fubini. De aquí se deduce nuestra afirmación. 

Hemos demostrado el teorema de Fubini suponiendo que las 
medidas p, y u, (y, por consiguiente, también p) son finitas. Sin 
embargo, es fácil probar que este teorema subsiste también en el 
caso de medidas o-finitas. 


Veamos unos ejemplos de funciones, para las cuales existen las integrales 
relleradas (11), pero no tiene lugar la igualdad (7). 
. Sen 


A 1, i} 


Y. 
E 
entonces, 


Ñ 
f 16.9 dx=0 
Hi 
para y #0 y 
f 
$ Fi, u)dy=0 
E 


para x # 0. Por lo tanto, 


l (i Hy) ashes $ ($ ror Y dy \dx=i 


pero la integral, en el sentido de integral doble de Lebesgue, en el cuadrado 
no existe, ya que 


E 3 4 la g 
$ finca taraya | ar | Reest agamo (Ea w, 
43 o 4 ¿ 
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2. A=]0,1P 


1 1 
<a 
He Dei pn paro pl < ds <p 


2n maarag 


O en los demás casos. 


$ (i y) a) dy=0 


igi 
f (frena e=} 
¿NW 


Se puede calcular que 


mientras que 


CAPITULO 
VII 


INTEGRAL INDEFINIDA 
DE LEBESGUE. TEORIA 
DE DIFERENCIACION 


En este capítulo continuaremos el estudio de la integral de 
Lebesgue, limitándonos fundamentalmente al caso de funciones 
en la recta y aceptando que la medida, respecto a la cual se toma 
esta integral, es la medida habitual lineal de Lebesgue. 

Si f es una función sumable definida en un conjunto medible 
X de medida p, la integral 


frode (1) 


existe para cada AX medible y, siendo f fija, representa una 
función de conjunto definida para todos los subconjuntos medibles 
AX. Si la función f está definida en un segmento de la recta 
numérica y el conjunto A, respecto al cual se toma la integral (1), 
también es un segmento, esta integral es función de par de puntos, 
esto es, de los extremos del segmento A. Fijando uno de los 
extremos del segmento de integración, digamos el izquierdo, po- 
demos considerar la integral referida al segmento le. x] como 
ción de una variable x. Estudiaremos las propiedades de la 
integral 


(rayas, 


tomada en el segmento fa, x] con la medida habitual lineal de 
Lebesgue en este segmento, como función del extremo superior 
de integración x. Este problema nos llevará a considerar algunas 
clases importantes de funciones en la recta. El estudio general 
de la integral de Lebesgue de una función fija f como función 
de conjunto se realiza en el $ 5. 
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Son conocidas del curso elemental del Análisis las siguientes 
igualdades fundamentales que establecen la relación entre las 
operaciones de diferenciación e integración: si f es una función 
continua y F una función de derivada continua, entonces, 


D ES FO4=10) 


è 
2) { F'() dt =F )—F (a). 


Surgen Jas preguntas: a) ¿es válida la igualdad 1) para funciones 
sumables en el sentido de Lebesgue? y b) ¿cuál es la clase (la más 
amplia posible) de funciones para la que se verifica la igualdad 2)? 

Estas cuestiones son estudiadas en los parágrafos próximos del 
presente capítulo. 


$ 1. FUNCIONES MONÓTONAS. DIFERENCIABILIDAD DE LA 
INTEGRAL RESPECTO AL EXTREMO SUPERIOR 


1°, Propiedades fundamentales de funciones monótonas. Comen- 
zaremos el estudio de las propiedades de la integral de Lebesgue 


D= $40 dt (1 


como función del extremo superior con la siguiente observación 
obvia, pero importante: si la función f es no negativa, ® (x) = 
E 


= | f (Ð) dt es una función monótona no decreciente; además, como 


toda función sumable es diferencia de dos funciones sumables no 
negativas: 


HAs FP DF 0, 2) 


la integral (1) es la diferencia de dos funciones monótonas no 
decrecientes. Consecuentemente, el estudio de la integral de Le- 
besgue como función del extremo superior puede ser reducido al 
estudio de funciones monótonas del mismo género. Las funciones 
monótonas (independientemente de su origen) poseen una serie 
de propiedades simples e importantes que pasamos a exponer. 

Recordemos algunos conceptos necesarios para lo sucesivo. 
Siempre que no se diga lo contrario, se considerarán funciones 
definidas en un segmento. 
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Una función f se llama monótona no decreciente cuando x, < x, 
implica 


1) <a 
análogamente, f se llama monótona no creciente cuando x, Sx, 
implica 
Fo >. 
Sea f una función arbitraria en la recta. El límite 
limf (xo +A) 
b0 
LE] 


(si es que existe) se llama limite a la derecha de la función f en 
el punto x, y se denota con f (x, +0). Análogamente, el límite a la 
izquierda f(x, —0) de la función f en el punto x, se define como 


limf (x,—h). 
nao 
aso 


La igualdad f(x,+0)=f(x,—0) significa, obviamente, que la 
función f es continua en el punto x, o tiene en él una discon- 
tinuidad evitable. Un punto en el que f (x, +0) y f'(x, —0) existen, 
pero no coinciden, se llama punto de discontinuidad de primera 
especie y la diferencia f(x, +0)—f (xe —0) se llama salto de la 
función f en este punto. 

Una función f se llama continua a la izquierda en el punto 
X, cuando f(x) =f(x,—0) y continua a la derecha en este punto 
cuando [ (Xp) =p (x, +0). 

Demostremos las propiedades fundamentales de las funciones 
monótonas. Para concretar, hablaremos de funciones monótonas 
no decrecientes aunque todo lo que se dice a continuación se 
extiende automáticamente a las funciones monótonas no crecientes. 

1. Toda función f monótona no decreciente en |a, b] es medible 
y acotada y, por consiguiente, sumable, 

En efecto, debido a la monotonía, 


f< FO) en la, 6]. 
Además, para cualquier constante c el conjunto 
A.=(x: f(x) <cj 
es o bien un segmento o bien un semisegmento (o el conjunto 
vacío). Efectivamente, si existen puntos en los que f(x) <c, 
designemos mediante d la cota superior mínima de todos estos x. 


pm ies A, es o bien el segmento [a, d] o bien el semisegmento 
a, d) 
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2. Una función monótona puede tener solamente discontinuidad 
de primera especie. 

En efecto, supongamos que xes un punto arbitrario de a, b] 
y que x,—x, siendo x, < xy. En este caso, {f (x,)} es una suce- 
sión monótona no decreciente acotada por arriba (por el valor f (xp), 
por ejemplo). Luego, para cualquier sucesión de este tipo existe 
lim f(x,), es decir, existe f (x,—0). De manera análoga se de- 
no 
muestra la existencia de f(x, +0). 

Es evidente que una función monótona no es necesariamente 
continua. No obstante, es válida la proposición siguiente. 

3. El conjunto de los puntos de discontinuidad de una función 
monótona es a lo sumo numerable. 

Efectivamente, la suma de los saltos de una función f monó- 
tona en [a, bj no pasa de f(b)—f(a). Consecuentemente, para 
cada n el número de saltos de magnitud mayor que + es finito. 


Sumando respecto a todos los n=1, 2, ..., obtenemos que el 
número total de saltos es finito o numerable. 

Entre las funciones monótonas las más sencillas son las asi 
Mamadas funciones de saltos. Son funciones que se obtienen del 
siguiente modo. Supongamos que en un segmento [a, b] se ha 
escogido una cantidad finita o numerable de puntos 


Ta as 
y supongamos que a cada uno de estos puntos se ha asignado un 
número positivo h, de manera que DA, < oo. Definamos en (a, b] 
una función f tomando 


Ho= 2 hu (3) 
ES 


Esta función es, obviamente, monótona no decreciente. Además, 
es continua a la izquierda en cada punto, el conjunto de sus 
puntos de discontinuidad coincide con el conjunto [x,) y el salto 
en el punto x, es igual a h,. En efecto, 


H—0)=lim f (x—e)= lim S A 
e- 


220 xke 
2>0 e50 


y, como cada x, que verifica la condición x, < x también verifica 
Ía condición x, < x—e para e suficientemente pequeño, el último 
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límite es igual a 2/0 Luego”, 
H—0=/(0. 


Si el punto x coincide con uno de los puntos x,, digamos x= xp, 
se tiene 


Hi FO) =lim f(x, +e)=lim D h= D fm 

2-0 20 xa Tnte a, 
es decir, F (xn, +0) —f (xn, —0) = hn 
En lo sucesivo entendremos por función de saltos cualquier 
función que puede ser obtenida mediante la construcción descrita. 
El tipo más sencillo de funciones de saltos son las funcionės ésca- 


lonadas, cuyos puntos de discontinuidad pueden ser representados 
mediante una sucesión monótona 


E IN E AN 


En el caso general, una función de saltos puede tener una estruc- 
tura más compleja; por ejemplo, si (x,) es el conjunto de todos 
los puntos racionales del segmento [a, b] y ha =z; , la fórmula (3) 
determina una función de saltos discontinua en los puntos raciona- 
les po continua en los irracionales. 
tra clase de funciones monótonas, en cierto sentido opuesta 
a la de las funciones de saltos, es la formada por las funciones 
monótonas continuas. Tiene lugar la afirmación siguiente. 
4. Toda función monótona puede representarse como suma de 
una función monótona continua y de una función de saltos. 
En efecto, sea f una función no decreciente cualquiera, sean 


Xir Xa +. . Sus puntos de discontinuidad y sean h,, hy, ... sus saltos 
en estos puntos. Tomemos 
H()= Y h 


La diferencia 


es una función no decreciente continua. Consideremos, para 
demostrar esto, la diferencia 


Po) = [HF x") —H (2). 
1 Si hubiésemos definido f mediante la fórmula 


10= Y tm 


obtendríatmos una función continua a la derecha. 
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La expresión que figura en el miembro derecho es la diferencia 
entre el incremento total de la función f en el segmento (x', x"] 
Y la suma de sus saltos en este segmento, es decir, coincide con 
a medida del conjunto de valores que toma esta función en sus 
puntos de continuidad pertenecientes a [x', x°]. Evidentemente, 
esta magnitud es no negativa y, por lo tanto, ọ es una función no 
decreciente. Además, para un punto x* arbitrario tenemos 


qte—=0)= lim ja) lim H= e) Ah 
a S pen 
p(r+0)=/(440)—H (1* +0) f (40) ¿Eno 

de donde ` 

oe +0) — e(t — 0) j + 0) —f (1 —0)— 


(aquí h* es el salto de la función H en el punto x°). 
En consecuencia, y es efectivamente continua. 


2”.Diferenciabilidad de una función monótona. Después de 
haber expuesto - estas propiedades elementales de las funciones 
monótonas, pasemos a estudiar el problema sobre la existencia 
de la derivada de una función monótona. 


TEOREMA 1 mas: Una función monótona f definida en un 
segmento la, b] tiene derivada finita en casi todos los puntos de 
este segmento. 


Introduciremos, ante todo, algunos conceptos que emplearemos 
en la demostración de este teorema. 
Como es conocido, la derivada de una función f en un punto x, 
es el límite del cociente 
E) 16) (a) 


xo 


para x—xọ Este límite puede, por supuesto, no existir, pero 
siempre tienen sentido las cuatro magnitudes siguientes (que pue- 
den tomar también valores infinitos): 

Ay quees el límite superior del cociente (4) cuando x tiende 
a x, por la derecha (es decir, de manera que x—x, > 0). Esta 
magnitud se llama número derivado superior derecho. 

ha (número derivado inferior derecho) que es el límite inferior 
del cociente (4) cuando x — x, por la ha. 

A; (número derivado superior izquierdo) que es el límite supe- 
rior del cociente (4) cuando x— x, por la izquierda. 

A; (número derivado inferior izquierdo) que es el Jímite infe- 
rior del cociente (4) cuando x— x, por la izquierda. 
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La fig. 20 aclara el contenido geométrico de estas magnitu- 
des. Está claro que siempre 
SAL y MASA 


Si Ag y hy son finitos y coinciden, su valor común es la 
derivada de la función f(x) en el punto x, a la derecha. Análo- 


FIG. 20 


amente, si A;= À; su valor común es la derivada a la izquierda. 
a existencia de la derivada finita de f en el punto x, equivale: 
a que en este punto son finitos y coinciden todos los números 
derivados de la función f. Por lo tanto, el teorema de Lebesgue 
puede ser enunciado del siguiente modo: para una función monó- 
tona en |a, b] las relaciones 
—o<hk=k4=A/=A¿< 00 


se cumplen en casi todos los puntos de [a, b). 


FIG. 21 


La demostración del teorema de Lebesgue se basa en el lema 
que damos más abajo y que será empleado también en lo suce- 
sivo. 

Introduzcamos la siguiente definición. Sea g(x) una función 
continua definida en un segmento a<x<b. Un punto x, de este 
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segmento se llamará punto invisible por la derecha para la fun- 
ción g cuando exista un punto E, X, <E<6, tal que g(x.) < g (E) 
(Véase la fig. 21). 


Lema (Riesz). Cualquiera que sea la función continua g el conjunto 
de puntos invisibles por la derecha es abierto en el segmento ta b] 
y, por consiguiente, puede ser representado como la unión de un 
número finito o numerable de intervalos (ap, by) disjuntos dos 
a dos. En los puntos extremos de estos intervalos se cumplen 
las desigualdades 


g(a) < g ba). (5) 


DEMOSTRACION DEL LEMA. Si x, es un punto invisible por la derecha 
para g, la misma propiedad la tendrá, debido a la continuidad 
de g, cualquier punto suficientemente próximo a xp. Luego, el 
conjunto de estos puntos es abierto. Sea (ap, bẹ) uno de los inter- 
valos que lo componen. Supongamos que 


g (as) > g (ba); 16) 


entonces, existe en el intervalo (a,, b,) un punto interior x, en el 
cual g(x.) > g (b). Sea x* el punto más a la derecha de aquellos 
puntos x de (ap, by) en los que g(x)=g(x) (véase la fig. 21). 

Como x* € (as, ba), existe un punto E > x* tal que g ($) > g (x°). 
El punto E no puede pertenecer al intervalo (44, b,), ya que xX es 
el punto más a la derecha de este intervalo en el que go = gr) 
mientras que g (b4) < g (xs). Por otro lado, la desigualdad E > b, 
también es imposible, puesto que tendríamos g (b,) < g (xe) < g (8) 
no siendo bẹ un punto invisible por la derecha. La contradicción 
obtenida prueba que la desigualdad (6) no tiene lugar, es decir, 
que gía) <8 (by) y esto demuestra el jema. El lector podrá pro- 
bar fácilmente que, de hecho, g(a,)=g (b,) siempre que a, + a. 

Observación. Un punto x, se llama invisible por la izquierda 
para una función g(x) cuando existe un E<x, tal que g(Ẹ) > 
> £ (o). Los mismos razonamientos permiten establecer que el 
conjunto de estos puntos es la suma de un número finito o numerable 
de intervalos (ay, b,) disjuntos dos a dos para cada uno de los 
cuales se cumple la desigualdad 


g(a) >g b). 
Pasemos ahora directamente a la demostración del teorema 


de Lebesgue. Demostrémoslo primero suponiendo que f es una 
función monótona continua no decreciente. 
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Para demostrar el teorema basta probar que en casi todos los 
puntos 
1)A¿<o y 2 >Ag 
En efecto, si tomamos f*(x)=—f(—x), f* será también una 
función monótona continua no decreciente. Si A% y Af son los 
números derivados superior derecho e inferior izquierdo para f*, 
es fácil probar que 
A, 
Por esto, aplicando a f*(x) la desigualdad (2), tendremos 
raS (mm 
Uniendo en una cadena las desigualdades obtenidas y valiéndo- 
nos de la definición de los números derivados, tendremos 


ALEM SA LENA 


y esto significa que 
k=%M=A=Ag 
Probemos primero que A¿<oo en casi todos los puntos. Si 


A¿=00 en un punto xe cualquiera que sea C=const existirá a 
la derecha del punto x, un punto Ẹ tal que 


EG)—H (xa) >C, 


HE —Hx) >CE—=x0) 


es decir, 


FECE > F (xa) — Oxo. 


En otras palabras, el punto x, es un punto invisible por la 
derecha para la función 


g(x) =} (x)—Cx. 


En vista del lema de Riesz, el conjunto formado por estos pun- 
tos es abierto y en los extremos de los intervalos (ap, b,) que to 
componen se cumplen las desigualdades 


Fla) —Ca, < $61) Cp, 
es decir, 
H6)—HHa) >C (br —as). 
Dividiendo por C y sumando las desigualdades obtenidas en todos 
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los intervalos (Ag, b4), encontramos 
i (6)—, 
E 00) < Eln ión ION 


Aquí C se puede escoger tan grande como se quiera. De ma- 
nera que el conjunto de aquellos puntos en los que A¿= œœ puede 
ser cubierto por intervalos tales que la suma de sus longitudes 
sea tan pequeña como se quiera. Consecuentemente, la medida de 
este conjunto es igual a Ô. 

El mismo procedimiento, ligado al lema de Riesz, permite 
demostrar que en casi todos los puntos A; > Ay, sólo que este proce- 
dimiento debe ser empleado ahora dos veces. Consideremos un 
par de números c y C tales que 0<c<C<oo y tomemos 


p=. Sea E, el conjunto de aquellos x para los cuales A4 > C 


Y h <c. Si logramos demostrar que pE, =0, ello implicará que 
“A, en casi todos los puntos ya que el conjunto de puntos, 
donde A; < Aa puede ser representado, evidentemente, como la 
unión de una cantidad a lo sumo numerable de conjuntos de 
ipo Ep 

Conviene destacar el lema siguiente. 
Lema. Para cualquier intervalo (a, P)=[a, b] tenemos 


u (x:x € EN (a, $) <o(p—a). 


DEMOSTRACION. Consideremos primero el conjunto formado por 
aquellos x€ (a, B) para los cuales A; <c. Cualquiera que sea el 


punto x, existe un E < x tal que LH <c, es decir, f &)— 


— & > f (x)—cx. Por lo tanto, x es invisible por la izquierda para 
la función f (x)—cx y, en vista del lema de Riesz (véase la ob- 
servación en la pág. 370), el conjunto de estos x puede ser re- 
presentado como la unión, a lo sumo numerable, de intervalos 
(an Pajala, B) tales que Fay) cu, => f (Br) —0By es decir, 


PBa — F (0a) < € (Ba — aa). (8) 


Consideremos en cada uno de los intervalos (ær, Ba) el conjunto Ge 
formado por aquellos x en los que A¿>C. Aplicando una vez 
más el lema de Riesz (ahora para los puntos invisibles por la 
derecha, lo mismo que al demostrar la desigualdad Ay < 00), 
veremos que G, se puede representar como la unión, a lo sumo 
numerable, de intervalos disjuntos dos a dos (asp Pa) y que 


By— an < + [HB )—F(04)1- (9 
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Está claro que el sistema de intervalos (æ+, Pa) cubre el 
conjunto E, na, B) y que, además, tenemos, de acuerdo con (8) 
y con (9), 


2 Buya) E 2 I Ba) —F (2291 < 
SERIE E Ga) <P 00) 


esto demuestra el lema. 
Ahora es fácil probar que efectivamente pE, = 
Para ello es suficiente emplear sólo aquella propiedad del 
conjunto E, que ha sido demostrada en el último lema. Sea 
pE,=1. Cualquiera que sea e >0, existe un conjunto abierto 6, 
igual a la unión numerable de intervalos (am, 6), tal que E, 6 
y D(ba—an) <t +e. Tomemos tn= H [E,M(0u, 0,)). Es obvio 


que l= Elo Por el lema, 1, <p(6.—4,). Luego, (<p Y x 


X (Om —4m) < p (t +£) y como e >0 es arbitrario, tenemos £ < pl. 
Pero, 0<p<l; por lo tanto £=0, 

De manera que hemos demostrado el teorema | para el caso 
en que f es una función continua. Los mismos razonamientos 
sirven para el caso de una función monótona discontinua, si se 
recurre a la siguiente generalización del lema de Riesz al caso 
de funciones con discontinuidades de primera especie solamente, 

Sea g una función en un segmento (a, b) que tiene solamente 
discontinuidades de primera especie. Diremos que un punto 
xo € (a, b] es invisible por la derecha para g(x) cuando exista un 
$ >x tal que 


max [g (x,—0), (xo), g (xo +0)] < g Œ). 


Entonces, lo mismo que en el caso en que g es continua, el 
conjunto de puntos invisibies por la derecha para g es abierto y 
en los extremos de los intervalos (aj, 64) que lo componen se 
cumplen Jas desigualdades 


g(a) <E (0). 


Aunque la demostración del teorema 1 es extensa, tiene una 
interpretación simple y obvia. Expliquemos, por ejemplo, por qué 
Au (y Aj) deben ser finitos en casi todos los puntos. El cociente 


A es el «coeficiente de dilatación» del segmento [a, b] en el 


punto dado x bajo la aplicación f. Como esta aplicación trans- 
forma el segmento finito [a, b} en un segmento finito į? (a), f (b)), 
la «dilatación» no puede ser infinita en un conjunto de medida 
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positiva. Tampoco resulta difícil interpretar el último razona- 
miento que se basa en el lema demostrado en la pág. 372. Sig- 
nifica simplemente que si un subconjunto medible Á cn cualquier 
intervalo (a, B) es parte de este intervalo de medida no superior 
a p(P—a), donde p < está fijado, entonces A no puede ser de 
medida positiva. 


3”, Derivada de la integral respecto al extremo superior. 
Como la integral 


foma 


de cualquier función sumable puede ser representada como dife- 
rencia de dos funciones monótonas, del teorema 1 se obtiene 
inmediatamente el resultado siguiente. 


TEOREMA 2. Cualquiera que sea la función sumable p, la derivada 
Eje (10) 


existe para casi todos los puntos x. 


Es preciso subrayar que, aunque hemos demostrado la existen- 
cia de la derivada (10) en casi todos los puntos, el problema 
sobre la igualdad 


TO) 


no se ha discutido aún. Resulta (véase el $3) que esta igualdad 
es válida en casi todos los puntos cualquiera que sea la función 


sumable q. 


$ 2. FUNCIONES DE VARIACIÓN ACOTADA 


El problema sobre la derivada de la integral de Lebesgue 
respecto al extremo superior nos ha llevado a considerar la clase 
de funciones que pueden ser representadas como diferencia de 
funciones monótonas. En este parágrafo daremos una descripción 
distinta de estas funciones, que no se basa en el concepto de 
monotonía, y estudiaremos sus propiedades principales. Comence- 
mos por las definiciones necesarias. 


DEFINICION 1. Una función f definida en un segmento se llama 
función de variación acotada cuando existe una constante C tal 
que, cualquiera que sea la partición del segmento [a, b] por 
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puntos 
a=. xp = 


se cumple la desigualdad 


$l dC. o 


Toda función monótona es de variación acotada, ya que para 
ella la suma que figura en el miembro izquierdo de (1) no de- 
pende de la partición y es siempre igual a |f (b)—} (a) |. 
DEFINICION 2. Sea f una función de variación acotada. La cota 
superior mínima de las sumas (1) correspondientes a todas las 
particiones finitas del segmento [a, b] se denomina variación to- 
tal de la función f en el segmento |a, b) y se designa mediante 
V$ [f]. De manera que 


VEIA =sup $ Iet a)l 


Observación. Una función f definida en toda la recta se llama 
función de variación acotada cuando las magnitudes 


vai 
están acotadas en su conjunto. En este caso, 
im VAIA 
e» 
se llama variación total de la función f en la recta — o < x < œ 
y se designa con V2. [f]. 
Veamos las propiedades fundamentales de la variación total 
de una función. 
1. Si œ es un número constante, se tiene 
Velef]=10]V21f. 


Esto se desprende inmediatamente de la definición de V$ [f]. 
2. Si f y g son funciones de variación acotada, también [+8 
es de variación acotada y 


VelH-2]<Ve[H+Vale)- 2) 


En efecto, cualquiera que sea la partición del segmento (a, b], 
tenemos 


2 EDHE e-d) 8 (6-31 < 
< BIDE d) +2 140602 a)l 


376 CAP. VI. INTEGRAL INDEF. TEORIA DE DIFERENCIACION 


y, como siempre 
sup(448B)<sup A+sup B, 
obtenemos de aquí la desigualdad necesaria. 

Las propiedades 1 y 2 significan que una combinación lineal 
de funciones de variación acotada (definidas en un segmento dado 
[a, b)) es de nuevo una función de variación acotada. En otras 
palabras, las funciones de variación acotada constituyen un espa- 
cio lineal (a diferencia del conjunto de funciones monótonas que 
no forma un espacio lineal). 

3. Sia<b<c, se tiene 


va [A HVS IA = Vili). (3) 
En efecto, consideremos primero una partición del segmento 


la, q tal que b es uno de los puntos de la partición, digamos 
x,=b. En este caso, 


AI a 
+, $ eD DIVES A 


Consideremos ahora una partición arbitraria del segmento [a, c}. 
Está claro que, si agregamos a los puntos de partición uno más, 
a saber, el punto b, la suma 


PAO] 


en todo caso no disminuirá. Consecuentemente, la desigualdad (4) 
se cumple para cualquier partición del segmento [a, c], es decir, 


Va lA VaV 1H. 


Por otro lado, cualquiera que sea e >0, existen unas particiones 
de los segmentos [a, b] y [b, c] tales que 


EU) > Vii 


EID- viii: 


Uniendo estas dos particiones, encontraremos una partición del 
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segmento [a, c] tal que 
Fl i 01= 21700 d 

FDO E) > Va [+V [e 


Como e >0 es arbitrario, de aquí se desprende que 


Va [A > VaI +Y f]. 6) 
De (4) y (5) se deduce (3). 
Como la variación de cualquier función en un ento cual- 


quiera es no negativa, obtenemos inmediatamente de la propie- 
dad 3 que: 

4. La función 

v(e) =V [A 

es monótona no decreciente. 

5. Si f es continua a la izquierda en el punto x*, también v 
es continua a la izquierda en este punto. 

En efecto, sea dado e > 0. Escojamos 5>0 de manera que 


170) —f()]< $ siempre que | x*—x| < 8. Escojamos, además, 
una partición 
PELEA 
tal que 
n 
VE IAE Di -dl (6) 
a 
Podemos suponer que 
(x° — xai <8 
(de lo contrario, pimes agregar otro punto de partición ya 
que con esto la diferencia que figura en el miembro izquierdo 
de (6) sólo podria disminuir); entonces, 
ei n-d 
y, por consiguiente, 
= 
Ve =AL < e 
Pero, entonces, con mayor razón 
Vo [1] —Vén="[f] < e, es decir, 0(x*)—0(x,-1) < e. 
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Como v es una función monótona no decreciente, de aquí se de- 
duce que v(x*)—v(x) <e para todo x tal que X,- SX S1". 
Esto significa precisamente que la función v es continua a la 
izquierda en el punto x*. 

Razonamientos análogos demuestran que si f es continua a la 
derecha en el punto x*, también v es continua a la derecha en 
este punto. Por consiguiente, si f es continua en un punto (o en 
todo el segmento fa, b)), también v lo es. 

Sea f una función arbitraria de variación acotada en [a, 6] 
y sea v su variación total en [a, x]. Consideremos la diferencia 


p=o—Í. 
Esta diferencia es una función monótona no decreciente. En 
efecto, sea x’ <x”. Entonces, 
Pp) =[0 (1) 01704) —H0))- (mm 
Pero, siempre 


IFE ENS ool), 
de manera que el miembro derecho y, consecuentemente, también 
el miembro izquierdo de la igualdad (7) son no negativos. 
Como 
fay 
hemos obtenido de esta forma el resultado siguiente. 


TEOREMA 1. Toda función de variación acotada puede ser represen- 
tada como la diferencia de dos funciones monótonas no decre- 
cientes. 


Es decir, el conjunto de funciones que pueden ser representa- 
das como diferencia de funciones monótonas y que ha sido con- 
siderado en el parágrafo anterior, es precisamente el conjunto de 
funciones de variación acotada. 

Del teorema 1 y del teorema de Lebesgue sobre la existencia 
de la derivada de una función monótona, demostrado en el pa- 
rágrafo anterior, se desprende inmediatamente que foda función 
de variación acotada posee derivada finita en casi todos los 
puntos. 


EJERCICIOS. |, Si f tiene derivada acotada en [a, b) (es decir, f’ (x) existe 
en todo punto y |f' (x)| < C), la función f es de variación acota 
VIEC (b—a). 
2. Sea [(1)=x sen. Demuéstrese que f no es una función de variación 
acotada. 
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Las constantes, y sólo ellas, son las funciones cuya variación total es 
igual a 0. Tomemos 


FU =YS(A. 


mitud VB [j] posee las propiedades 2 y 3) de la norma (véase la 
pe 149), pero no verifica la proj d 1). Si consideramos solamente las 
unciones sujetas a la condición adicional [(3=0, ellas también formarán 
un espacio lineal en el que la magnitud Va (A tendrá ya todas las propieda- 
des de la norma. El espacio Vía, b) de funciones de variación acotada en 
la, b) que verifican la condición F(a)=0, con las habituales operaciones de 
adición y multiplicación por números y con la norma 
trieri 


se Ilama espacio de funciones de variación acotada. 


La mag 


$3. DERIVADA DE LA INTEGRAL INDEFINIDA DE LEBESGUE 
En el $ 1 hemos demostrado que Ja integral de Lebesgue 


fioa 


tiene, como función de x, derivada finita en casi todos los pun- 
tos. Sin embargo, no hemos revelado aún cómo está relacionada 
esta derivada con el integrando. Ahora demostraremos el resultado 
que hemos mencionado al final del § 1. 


TEOREMA 1. Cualquiera que sea la función sumable f, en casi todos 
los puntos se cumple la igualdad 


Ef Od=t o. 


DEMOSTRACION. Tomemos 


O= f (dt. 
Probemos primero que en casi todos ios puntos 
FSD (x). 
Si f(x) < ®' (x), existirán números racionales æ y f tales que 
F) a< p <D (x). (1) 
Sea E, el conjunto formado por los puntos en los que se verifica 


la desigualdad (1). Demostremos que la medida de cada uno de 
estos conjuntos E,, es igual a cero. Como el número de estos 
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conjuntos es numerable, de aquí se desprenderá que 


p {xF (x) < O (0) =0. 
Sea e >0 arbitrario y sea ô> 0 tal que 


į finat) <e 


siempre que p (e) < 8 (un tal ô existe cualquiera que sea e de- 
bido a la continuidad absoluta de la integral). Escojamos ahora 
un conjunto abierto Gafa, b] de manera que 


GDE. y (0) < p (Es) +0. 


Si xE E, tenemos 


ap 
DE)—0 (x) 


> 1) 


a todos los E > x suficientemente próximos a x. Escribiendo 
a desigualdad (2) en la forma 
D(E) —BE> D(x)—Px, 


obtenemos que el punto x es un punto invisible por la derecha 
para la función D(x)-—fx en cualquiera de los intervalos que 
componen el conjunto G. Valiéndonos del lema de Riesz, pode- 


mos por eso indicar un conjunto S = UY (as, bs) tal que E,¿=S=G y 
x 
O (b,)— Pbr > O (a) —Pay, 
O (ha) — O (as) > B (b —ar) 


by 


| FO dt >p a). 


EN 


Sumando estas desigualdades correspondientes a todos los inter- 
valos (4, bj) que componen S, obtenemos 


COLELLO B 


5 


es decir, 


o 


Al mismo tiempo, 


Gruyat= $ pidit $ fedi < 
3 A ESA 


<ap(E)+e<ap(S)+e+]ajó. (4) 
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Comparando (3) y (4), encontramos 
i ap (S)+e+lajô= Pp (S), 
es decir, 
1. 


De modo que el conjunto E., se puede sumergir en un con- 
junto abierto de medida tan pequeña como se quiera (podemos 
admitir que |æ |ô <e) y esto significa precisamente que p (E,,) =0. 
Hemos demostrado, pies, que 

FSD (1) 
en casi todos los puntos. Sustituyendo f(x) por—f(x), encontra- 
remos de la misma forma que en casi todos los puntos 
—1()>—0' (4), 
es decir, 


1(9<0"(x) 


y, consecuentemente, en casi todos los puntos 


10=0'(9=ZfH0d. 
El teorema queda demostrado. 


$ 4. RECONSTRUCCIÓN DE UNA FUNCIÓN A PARTIR DE SU 
DERIVADA. FUNCIONES ABSOLUTAMENTE CONTINUAS 


Hemos resuelto, pues, el primero de los problemas plantea- 
dos en la introducción a este capítulo demostrando que para 
una función f sumable en (a, b] 


ES Hd =t 


en casi todos los puntos. Consideremos ahora el segundo de los 
problemas antes planteados, es decir, estudiemos cómo se gene- 
raliza al caso de la integral de Lebesgue la fórmula de Newton —- 
Leibniz 


F¢)=F (a) + Fa 0) 
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que es bien conocida, en el caso de funciones de derivada conti- 
nua, del Análisis elemental. 

Es natural limitarse desde el principio a considerar aquellas 
funciones F que son de antemano diferenciables en casi todos los 
puntos (de lo contrario, la igualdad (1) no tiene simplemente 
sentida). Como sabemos ya, son de este tipo las funciones de 
variación acotada. 

Por otro lado, la integral que figura en el miembro derecho 
de (1) es una función de variación acotada. Luego, la igualdad (1) 
no puede ser válida para una clase más amplia de funciones. 
Puesto que toda función de variación acotada es diferencia de 
dos monótonas no decrecientes; son precisamente las funciones 
monótonas las que deben ser consideradas en primer término. 

Sin embargo, para funciones monótonas arbitrarias la igual- 
dad (1) no tiene lugar, en general. Pero, es válida la afirmación 
siguiente, 


TEOREMA 1. La derivada f' de una función monótona no decre- 
ciente f es sumable y 


3 
| P dx <FO—H a). 


DEMOSTRACION. Por definición, la derivada de una función f en 
un punto x es el límite del cociente” 


ena) = Letar (2) 
para h-=0. La sumabilidad de f implica que cada una de las 


funciones «p, sea también sumable y, por lo tanto, la igualdad (2) 
puede ser integrada. Esto nos da 


fon dreti (+h) wif Fo)dr= 


bra 
1 


ath 
=—4 i fo)de—t $ Fx) dx. 


a 


La expresión que figura en el miembro derecho tiende para A — -+0 
hacia f(b)—f(a-+0). Luego, aplicando el teorema de Fatou, 


Para que la expresión f(x+h) tenga sentido cualquiera que sea 
xE la, b), podemos aceptar que f (x)= f (b) para x > b y f(x)=f (a) para x < a. 
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encontramos 
$ s 
SF (9de<tim Von td de=F(0)—1(a+0) Ot a 


(el teorema de Fatou garantiza asimismo la existencia de la 
integral de f'). Hemos demostrado el teorema. 

Es fácil dar ejemplos de funciones monótonas para las cuales 
tiene lugar la desigualdad estricta 


» 
Trina < jOE la). 
Es suficiente, por ejemplo, tomar 


O para 0x <4, 
t= 1 4 
1 parag <x<l. 


Es de mayor interés, sin embargo, el hecho de que existen fur- 
ciones monótonas continuas para las cuales se cumple la desi- 


gualdad estricta Sr (1) dt < f (x)—F (a) para todos los x >a. He 
E 


aquí uno de los ejemplos más sencillos. Consideremos en el seg- 
mento [0, 1] el conjunto perfecto de Cantor y definamos primero f 
en los intervalos contiguos tomando 


Ho=h, k=1,3,5,..., 201 


para el k-ésimo intervalo contiguo, contando de izquierda a la 
derecha, de n-ésimo rango (incluyendo sus extremos). Es decir, 


H09)=h para L<1<2, 1(9=h para << E, 


HO =3 para iie, 
ete. (fig. 22). De esta forma f está definida en todo el segmen- 
to [0, a excepto los puntos de segunda especie del conjunto de 
Cantor (es decir, los puntos que no pertenecen ni a los interva- 
los contiguos ni al conjunto de sus extremos). Completemos la 
definición de f en los puntos restantes del siguiente modo.'Sea 1* 
uno de estos puntos y sea (£,) una sucesión creciente, convergente 
hacia este punto, de puntos de primera especie (esto es, de ex- 
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tremos de los intervalos contiguos). Entonces, existe el límite 
lim F(t); (3) 
análogamente existe también el límite 
lin f (t4) (Mm 
mo 


«donde (t,) es una sucesión decreciente de puntos de primera 
especie que converge hacia £*; además, los límites A y (4) 


FIG. 22 


«coinciden. Tomando este valor común igual a F(£*), obtendremos 
una función monótona definida y continua en todo el segmento 
[0, 1]. La derivada de esta función, llamada «escalera de Cantor», 
«es igual, evidentemente, a cero en cada punto de cualquier inter- 
valo contiguo, esto es, en casi todos los puntos. Consecuente- 
mente, tenemos para esta función 


, 
0=Í Hdt <fi O=. 
ò 


Para poder describir la clase de funciones para las cuales 
tiene lugar la igualdad 


è 
Sr 0) dr=F 0) — ta) 


introduciremos la defi 


ión siguiente. 


permicion +. Una función f definida en un segmento (a, b] se 
llama absolutamente continua en este segmento cuando para cual- 
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quier e > 0 existe un 6 > 0 tal que, cualquiera que sea el sistema 
finito de intervalos disjuntos dos a dos 


(an dy), k=1,2,...,2 
pertenecientes a [a, b] y tal que 


E (0, ay) < 5, 
fan 


se cumple la desigualdad 


E 60109 1<e. 


Está claro que toda función absolutamente continua es uniforme- 
mente centinua. Lo recíproco, en general, no tiene lugar: por 
ejemplo, la «escalera de Cantor» descrita más arriba es continua 
(y, por consiguiente, uniformemente continua) en el segmento 
[0, 1] y, sin embargo, no es absolutamente continua. En efecto, 
el conjunto de Cantor puede ser cubierto por un sistema finito 
de intervalos (aj, b) cuya suma de longitudes es tan pequeña 
como se quiera, Al mismo tiempo, para cada uno de estos siste- 
mas de intervalos se cumple, evidentemente, la igualdad 


E lr09-1ap1=1. 


Indiquemos las propiedades fundamentales de las funciones 
absolutamente continuas. 

1. Observemos ante todo que en la definición se puede tomar, 
en lugar de cualquier sistema finito de intervalos de longitud 
total <ô, cualquier sistema finito o numerable de intervalos de 
longitud total < 8, En efecto, supongamos que para un e >0 
dado hemos escogido 8 > 0 de manera que 


E (2)—=Ha)I<e 


pu cualquier sistema finito de intervalos (a,, 6,) que verifica 
la condición 


Léas 
S 


y sea (0, Ps) un sistema numerable de intervalos de longitud 


13 w 2150 
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total no mayor que $. Entonces, para cualquier n tenemos 


IES 
E 


pasando aquí al límite para n — oo, obtenemos que 


ATTE 
E 


2. Toda función absolutamente continua es de variación acotada, 

En efecto, la continuidad absoluta de una función f en un 
segmento [a, b] significa que para cualquier e > 0 se puede esco- 
ger 5>0 de manera que la variación total de la función fen 
un segmento de longitud < ô no será mayor que e. Puesto que 
el segmento (a, b] puede ser dividido en un número finito de 
segmentos de longitud < 6, la variación total de la función f en 
[a, 6] también será finita. 

3. La suma, la diferencia y el producto por un número de fun- 
ciones absolutamente continuas son funciones absolutamente conti- 
nuas. 

Esto se desprende inmediatamente de la definición de conti- 
nuidad absoluta e de las propiedades del valor absoluto de suma, 
diferencia y producto. 

Las propiedades 2 y 3 muestran que las funciones absoluta- 
mente continuas constituyen una variedad lineal en el espacio de 
todas las funciones de variación acotada. 

4. Toda función absolutamente continua puede ser representada 
ar diferencia de dos funciones absolutamente continuas no decre- 
cientes, 

En electo, una función absolutamente continua, como toda 
función de variación acotada, puede ser representada en la forma 


Í=0—g, 


vi) =V] y 20) =w(0—H) 
son funciones no decrecientes. Probemos que cada una de estas 
funciones es absolutamente continua. Demostremos esto para v. 
Sea dado un e > 0; escojamos e > 0 a partir de este e de acuerdo 
con la continuidad absoluta de la función f. Tomemos un sistema 
de intervalos (y, by) de longitud total menor que $ y conside- 
remos la suma 


donde 


È rév- en. 6 
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Esta suma es la cota superior mínima de los números 


S B I enin ol © 
correspondientes a todas las particiones finitas posibles 
<a LAr << Xim Sby 


Ag <L Xas L Xaa < ba 


dn < Xma L Xma L ooe C Xmm = bn 
de los intervalos (a, b,), ....+ (am b,). Como la suma de longitu- 
des de todos los intervalos (X+; X+, s41) Correspondientes a la 
suma (6), no pasa de ô>0, cada una de las sumas (6) es*no 
mayor que e. Consecuentemente, la suma (5), que es la cota su- 
perior mínima de estas sumas, tampoco pasa de e. 
Los dos teoremas que vienen a continuación muestran la re- 
lación estrecha que existe entre los conceptos de la continuidad 
absoluta y de la integral indefinida de Lebesgue. 


TEOREMA 2. La función 
F)=Í Hat, 


que representa la integral indefinida de una función sumable, 
es absolutamente continua. 


Demostracion. Si (Aj, by)) es un sistema de intervalos disjuntos 
dos a dos, tenemos 


ZIF 0)—F (09| = 2 


roa] 


F 


tà 


z 
<È SI Old= $ 1501 
A 


U tax, 0) 
è 


debido a la continuidad absoluta de la integral de Lebesgue, la 
última expresión tiende a O cuando la longitud total de los in- 
tervalos (dp, b) tiende a cero. 
teorema 3 (Lebesgue). La derivada f=F" de una función absolu- 
tamente continua, definida en un segmento [a, b], es sumable 
en este segmento y para todo x(a < x <b) 
(ly dt=F()—F(a). 
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Los teoremas 2 y 3 indican que las funciones absolutamente 
continuas, y sólo ellas, pueden ser reconstruidas (salvo un sumando 
constante) a partir de su derivada mediante la operación de in- 
tegración. 

Para demostrar el teorema 3 nos hará falta el lema siguiente. 


Lema. Si la derivada de una función absolutamente continua monó- 
tona no decreciente f es igual a O en casi todos los puntos, esta 
función es una constante. 


DEMOSTRACION DEL LEMA. Como fes una función monótona continua, 
su campo de valores es el segmento [f (a), f(6)]. Probemos que 
la longitud de este segmento es igual a cero cuando f'(x)=0 en 
casi todos los puntos. Con esto quedará demostrado el lema. Di- 
vidamos el conjunto de puntos del segmento [a, 6] en dos clases: 
el conjunto E de aquellos ¿puntos en los que f'(x)=0 y el con- 
junto Z, complemento de E. Por hipótesis, w(Z)=0. Tomando 
un e >0, busquemos aquel $>0 que corresponde a este e en 
virtuá de la continuidad absoluta de la función fe incluyamos Z 
en un conjunto abierto, cuya medida es inferior a ô (esto es po- 
sible ya que p(Z)=0). En otras palabras, cubramos Z por un 
sistema finito o numerable de intervalos (az, by) de longitud total 
menor que 6. De acuerdo con la selección de $, tenemos 


PIEH e 


Luego, todo el sistema de intervalos (as, by) (y, con mayor razón, 
el conjunto Z perteneciente a la unión de ellos) es transformado 
por la función en un conjunto de medida inferior a e. Es decir, 
a A 5 

nsideremos ahora el conjunto E= [a, IZ. Sea x,€E. 
Entonces, como f' (x,)=0, para todos los x suficientemente pró- 
ximos a x, se cumple la desigualdad 


LOHE) e, 


Exe 


es decir, para concretar aceptamos que x > X, 
F — F (x) < e (x—x0) 
o bien 
ex — Í o) < ex — F (0); 
luego, x, es un punto invisible por la derecha para la función 


g(x\=ex—ĵ(x). Entonces, de acuerdo con el lema de Riesz, el 
conjunto E está contenido en un sistema finito o numerable de 
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intervalos (œp, Py), en cuyos extremos se cumplen las condiciones 


epr —F (Ba) > ey Fa), 
FB — t (a) <e (Bra), 
de donde 


2 Bdil) <e ZO) <e(b—a). 


En otras palabras, la función f transforma el conjunto E en un 
conjunto que puede ser cubierto por un sistema de intervalos de 
longitud sumaria menor que e(b—a). Debido a la arbitrariedad 
de e, de aquí se desprende que H(f(E))=0. a 

Luego, tanto f(E) como f(Z) son de medida nula. Pero, la 
unión de estos dos conjuntos es el segmento {f (a), f(b)]. Con esto 
queda demostrado que la longitud de este segmento es cero, es 
decir, que j (x)= const. 

Ahora es fácil ya demostrar el teorema 3. Basta, evidente- 
mente, limitarse al caso en que la función}? (x) es no decreciente, 
Entonces, 


es decir, 


0)=F(9—SH0dr (Q) 


será también una función monótona no decreciente. En efecto, 
si x” >x', tenemos, en virtud de (7), 
rd 
D()—0 (1) =F (0) —E (1) Ft) dt >0. 
El 
Además, ® es absolutamente continua (como diferencia de dos 
funciones absolutamente continuas) y D'(x)=0 en casi todos los 
puntos (en vista del teorema 1). Por lo tanto, D es una constante, 
de acuerdo con el lema. Tomando en (7) x=a, encontramos que 
esta constante es igual a F(a). El teorema queda demostrado. 
Anteriormente, al considerar las funciones de variación acotada, 
hemos probado que toda función f de este tipo puede ser re- 
presentada como suma de una función de saltos H y de una fun- 
ción continua p de variación acotada 


[=H+9. 


Consideremos ahora una función continua p, pero no absoluta- 
mente continua, de variación acotada y tomemos 


t= fo Md. 
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La diferencia 
$ 
es una función continua de variación acotada. Además, 


0-4 Y Vd=0 


(en casi todos los puntos). 

Diremos que una función continua de variación acotada es 
singular cuando su derivada es nula en casi todos los puntos. 
Podemos enunciar entonces el resultado siguiente: 

toda función de variación acotada puede ser representada como 
suma de tres componentes: 


=H+Y+% (8) 


es decir, de una función de saltos, de una función absolutamente 
continua y de una función singular. 

Es fácil probar que cada uno de los tres sumandos de la 
descomposición :(8) queda determinado univocamente, salvo una 
constante, por la función f(x). Si normamos todas las funciones 
que figuran en la igualdad (8), exigiendo, E ejemplo, que cada 
una de ellas sea nula en el punto x=a, la descomposición (8) 
será única. Derivando la igualdad (8), encontramos que en casi 
todos los puntos 

Oa 
Luego, al integrar la derivada de una función de variación aco- 
tada, se reconstruye no esta función sino solamente su compo- 
nente absolutamente continua. Las otras dos componentes (la 
función de saltos y la singular) «desaparecen sin dejar huella». 

Es aleccionador comparar los resultados de este parágrafo con 
lo que da la teoría de funciones generalizadas. Al igual que en 
el capítulo IV, entenderemos por función generalizada una fun- 
cional lineal continua sobre el espacio K de funciones terminales 
indefinidamente diferenciables. A cada función localmente sumable f 
se asigna una funcional que opera en los elementos pEK de 


acuerdo con la fórmula (f, y)= Í f(x)ẹ(x)dx. La derivada ge- 


neralizada de esta funcional es la funcional que pone en corres- 


pondencia al elemento p€K el número (P, p)= | f (9) 9" (dx. 


Como en la clase de funciones generalizadas la ecuación y'=0 
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tiene solamente soluciones corrientes (constantes), toda función 
generalizada se reconstruye a partir de su derivada unívocamente, 
salvo una constante. En particular, toda función localmente su- 
mable f puede ser reconstruida, salvo una constante, a partir 
de su derivada generalizada f' en casi todos los puntos. Supon- 
gamos ahora que la función f tiene derivada en casi todos los 
puntos, por ejemplo, supongamos que f es una función monótona. 


Sea 3y la derivada habitual de la función f. (Hemos visto ya 
que “£ puede ser igual a O en casi todos los puntos; a pesar de 


que f(x) 2 const!) La función 4£ es localmente sumable (supo: 


nemos que f es monótona) y, consecuentemente, podemos asignar 
a esta función una funcional (función generalizada) (f, q) = 


z 
=f dl q(x) dx. El hecho sustancial consiste en que la función 


generalizada f, no coincide, en el caso general, con la función ge- 
neralizada f'. Por ejemplo, si 
f 1 para x>0, 
Fel=1 0 para x<0, 
tenemos f,=0 y f'=ô (véase el ejemplo 2 de la pág. 222). 

El teorema 3 significa precisamente que entre todas las fun- 
ciones de variación acotada la derivada, comprendida en el sen- 
tido habitual, de las funciones absolutamente continuas (¡y sólo 
de ellas!) coincide con la derivada generalizada de estas funciones. 

Aquí tropezamos una vez más con la situación de la cual 
hemos hablado ya en el $4 del capítulo 1V: para poder efectuar 
las operaciones principales del Análisis (en este caso se trata de 
la reconstrucción de una función a partir de su derivada) resulta 
necesario o bien, manteniéndose en los márgenes de las defini- 
ciones clásicas, limitarse a una clase suficientemente estrecha de 
funciones (la de funciones absolutamente continuas) o bien, al 
contrario, ampliar sustancialmente el concepto de función (gene- 
ralizando al mismo tiempo la definición de la derivada). 


EJERCICIOS. 1, Demuéstrese que la definición de continuidad absoluta, 
enunciada anteriormente, equivale a la siguiente; f es absolutamente conti 
nua en (a, bj cuando transforma cada subconjunto de medida nula de este 
segmento en un conjunto de medida nula también. 

2. Calcúlese la derivada generalizada de la «escalera de Cantors. 

3. Sean f una función de variación acotada, f’ su derivada generalizada 
y fx la funcional (función generalizada) determinada por la derivada «habi- 


tual» <z de la función f. Demuéstrese que: 
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a) si f es absolutamente continua, entonces f’ = fy; 

b) si J'=fı, entonces f (x) es equivalente a una función absolutamente 
continua, esto es, coincide con una función de este tipo enfeasi todos los 
puntos. En particular, si f'=f, y fes continua, es f absolutamente continua 


$5. ¿INTEGRAL DE LEBESGUE COMO FUNCION DEKCONJUNTO, 
TEOREMA DE RADON — NIKODYM 


1%, Cargas, Descomposición de Hahn y descomposición de 
Jordan. Los conceptos y resultados, expuestos en los parágrafos 
anteriores para funciones sobre la recta, son extensibles, en gran 
medida, a las funciones definidas en un espacio arbitrario pro- 
visto de medida. 

Sea X un espacio provisto de medida p y sea f una función 
en X sumable respecto a p. En este caso, f será sumable en cada 
pennt medible A del conjunto X y, consecuentemente, la 
integra! 


o= 5 de 0) 


(donde f es una función fijada) representa una función de con- 
junto definida en la colección y, de todos los subconjuntos me- 
dibles del conjunto X; además, esta función es o-aditiva, esto 
es, cualquiera que sea la descomposición 


A=UA4, 
ri 


del conjunto medible A en una unión, finita o numerable, de 
conjuntos medibles disjuntos dos a dos, se cumple la igualdad 


D/4)=2Z0(4)). 


En otras palabras, la función O, definida por la igualdad (1), 
posee todas las propiedades de una medida a-aditiva, excepto, 
es posible, la de no negatividad (si f toma valores negativos). 


DÉFINICION. Una función arbitraria o-aditiva ® de conjuntos, 
definida en un o-anillo de subconjuntos de un espacio X dado, 
se llama medida de signo alterno o, simplemento, carga. 

El concepto de carga es una generalización natural del con- 
cepto de medida c-aditiva y, como veremos más abajo, se 
reduce, en cierto sentido, al concepto de medida (esto es, de 
carga de signo determinado). 


EJERCICIOS. Demuéstrese que para cualquier carga O, definida en una 


algera emos ©, existe una conslante c tal que |@ (4)|<c para 
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Si consideramos una ‘carga eléctrica real distribuida, diga- 
mos, en una superficie, esta superficie puede ser dividida en dos 
partes: la que lleva carga va (es decir, tal que cualquier 
parte suya lleva una carga positiva) y la que lleva carga nega- 
tiva. El equivalente matemático de este resultado es el teo- 
rema l que damos a continuación. 

Introduzcamos primero la terminología siguiente. Sea ® una 
carga definida en una o-álgebra © de subconjuntos del espa- 
cio X. Un conjunto E se llama negativo respecto a (D cuando 
para cualquier FES el conjunto ENF pertenece a © 
W(ENF)<0; de un modo análogo, E se llama positivo cuando 
ENFES y W(ENF)>0 para todos los FES. 


TEOREMA 1. Si ® es una carga definida len X, existe un subcon= 
junto medible A==X tal que A` es negativo y B*=XNA- 
es positivo (respecto a D). 


DEMOSTRACION. Pongamos 
a=ini0(4), 


donde la cota inferior se toma respecto a todos los conjuntos 
negativos medibles A. Sea (4,) una sucesión de conjuntos medi- 
bles negativos tal que 


lim D(A,)=a. 


Entonces, A” =[] A, es un conjunto medible negativo tal que 


n 
O(A-)=a. 
Probemos que A” es el conjunto deseado, esto es, demostre- 
mos que 
B+=XNA- 
es positivo. Supongamos lo contrario, es decir, admitamos que B+ 
contiene un subconjunto medible C, tal que ®(C,) < 0. El con- 
junto C, no puede ser negativo, ya que entonces lo agregaríamos 
a A- obteniendo así un conjunto negativo Ā tal que 


D(4)<a 
y esto es imposible. Luego, existe un número entero mínimo k 


para el que se puede encontrar en C, un subconjunto C, que 
verifique la condición 


MC): 
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Está claro que C, +C,. Podemos repetir para el conjunto CN C, 
el razonamiento aplicado a Cy; obtendremos un conjunto C, que 
verifica la condición 


DCI (> 
etc. Tomemos finalmente 


Fo=CN 


El conjunto F, no es vacío ya que D(C,) <0 y ®(C;) > 0 para 
¡> 1. De la construcción se desprende que F, es negativo, Por 
lo tanto, agregándolo a A”, llegaremos de nuevo a una con- 
tradición con la definición de a. Luego, para todos los Ec XNA- 
tenemos 
w(E)>0, 

es decir, XN A- es positivo. El teorema queda demostrado. 

La partición del espacio X en la parte negativa A” y en la 
positiva B* se llama descomposición de Hahn. 

En general, la descomposición de Hahn no es única; sin em- 
bargo, si 

X=A7UBI y X=Az UB} 


son dos descomposiciones de este tipo, entonces, para cualquier 
EE® se tiene 


D(ENAD)=0(ENAz) y DIENBI)=D(ENBI). 2) 


En efecto, 


ENMAZNAZ)CENA7 (3) 
y al mismo tiempo 

ENADCADCENB; (4) 
de (3) se desprende que 

O(EN (ANAR) <0 
y de (4) que 

D(ENMADAZ)>0. 
Luego, 


D(EMAD AS) = 0; 
análogamente encontramos que 

D(ENM(AZ AT) =0. 
De aquí se deduce que 
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D0(ENA¡)=0(En A;). 


Del mismo modo se demuestra la segunda de las igualdades (2). 
Consecuentemente, una carga ® en S determina unívoca- 
mente dos funciones no negativas de conjunto, a saber: 


0*(E£)=0(ENB*) y 07 (E)=—0D(EN 47), 


que son llamadas variación superior y variación inferior, respec- 
tivamente, de la carga O. Además, es obvio que 
=09+ 

2) D* y O” representan funciones de conjunto no negativas 
y o-aditivas, esto es, son medidas. 

También será medida, evidentemente, la función |D|=0* + O- 
ella se llama variación total de la carga D y la representación 
de ® como diferencia de las variaciones superior e inferior se 
lama descomposición de Jordan de esta carga O. 

Observación. Hemos considerado aquí cargas finitas, esto es, 
funciones @ cuyos valores están acotados tanto superiormente, 
como inferiormente. Además, D* y O” son, en este caso, mi 
didas finitas. Lo expuesto quede ser generalizado a cargas aco- 
tadas solamente por un lado, esto es, a carges, para las cuales 
al menos una de las funciones ®* o 0” es una medida finita. 


2°. Principales tipos de cargas. Sea p una medida o-aditiva 
definida en un o-anillo de conjuntos © del espacio X que Ila- 
maremos medibles. Introduzcamos los conceptos siguientes. 

Diremos que una carga WD definida en conjuntos EEG está 
concentrada en un conjunto medible A, cuando O(E)=0 para 
cada EC XN Ae. 

Una carga se llama continua cuando ®(E)=0 para cual- 
quier conjunto £ compuesto por un solo punto. Una carga ® se llama 
discreta cuando está concentrada en un conjunto finito o nume- 
rable. En otras palabras, el hecho de que una carga sea discreta 
significa que existe un conjunto finito o numerable de puntos 
Cis Cas 0003 Cm =>» tal que para todo EX se tiene 


D(E)= Y, D(0). 


Una carga 0 se llama absolutamente continua (respecto a la me- 
dida dada n) cuando D(4)=0 para todo A medible tal que 
n(4)=0. 

Una carga W se llama singular (respecto a la medida p) 
cuando está concentrada en un conjunto de p-medida nula. Está 
claro gue una carga absolutamente continua y singular a la vez 
es nula, 
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3”, Cargas absolutamente continuas. Teorema de Radon—Ni- 
kodym. Como ejemplo de carga absolutamente continua respecto 
a la medida dada p puede servir la integral de Lebesgue 


ota) =$ da 


de una función sumable fija f considerada como función de con- 
junto. Resulta que con esto se agotan todas las cargas absoluta- 
mente continuas. En otras palabras, tiene lugar el teorema si- 
guiente. 


TEOREMA 2. (Radon—Nikodym). Sea p una medida o-aditiva de- 

' finida en una o-álgebra de subconjuntos de X y sea D una 
carga definida en conjuntos p-medibles. Entonces, existe en X una 
función f sumable respecto a y tal que 


DM =$ 10d 


para cada A medible. Esta función, llamada derivada de la 
carga ® respecto a la medida y, se determina univocamente, 
salvo una equivalencia. 


DEMOSTRACION. Toda carga puede ser representada como diferen- 
cia de dos cargas no negativas (véase el punto 2), con la par- 
ticularidad de que una carga absolutamente continua puede ser 
representada como diferencia de cargas absolutamente continuas. 
Por lo tanto, basta demostrar el teorema para el caso de car- 
gas no negativas, esto es, para medidas. Sea, pues, ® una me- 
dida absolutamente continua respecto a la medida dada p. De- 
mostremos el lema siguiente. 


LEMA. Sea D una medida absolutamente continua respecto a y y 
distinta de cero idéntico. Entonces existen un n y un conjunto medible 


B tales que p (B) > 0 y B es positivo respecto a la carga o—h po 


DEMOSTRACION DEL LEMA. Sea X=AzUB¿ la descomposición de 
Hahn correspondiente a la carga D——H, n=1, 2, ...., y sea 


A= NA, B= UB} 


Entonces, 
O(A) <p (A) para todo n, 


es decir, D(A,)=0 y, consecuentemente, D(B,) > 0, de manera 


$ 5. INTEGRAL DE LEBESGUE COMO FUNCION DE CONJUNTO 397 


que también u (B,)>0 (debido a la continuidad absoluta de © 
respecto a u). Luego, existe un n tal que p(8})>0. Este n y 
el conjunto B= Bz verifican las condiciones del lema. 

Pasemos ahora a la demostración directa del teorema. Sea K 
un conjunto de funciones f en X que verifican las condiciones 
siguientes: f son no negativas, integrables respecto a p y 


f Fix)du < D(A) para todo A medible. Sea 

j M=sup{ $ 09d respecto a todos los FEK). 

Tomemos en K una sucesión (f,) de funciones tal que 
lim coda =M. 


Pongamos ahora 
Bn (x)= max (fy (x), fa), +++ f(x). 
Probemos que para todo E medible es 


§ gn (x) du <O (E). 
E 


a 


En efecto, podemos representar E en la forma U 
km1 


w donde Ey, 


no se intersecan y 8, (x)= f, (x) en Ey; luego, 


Tanada Y $ hida < È 0(EJ=0(2). 
) 21 2 


Sea 


Fl) =sup {fn (0). 
Está claro que f (x)= lim g, (x) y, consecuentemente, en virtud 


del teorema de Beppo Levi, 
[roddu=lia | 2, ()da=M. 
ž naa X 


Probemos ahora que 


D(E)— $ f dp =0. 
È 
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Por la forma de construirla, la función de conjunto 


rE) =0(E)— | Ho) de 


È 
es no negativa y posee todas las propiedades de una medida. 


Si A0, existen, de acuerdo con el lema, un e>0 y un B, 
1.(8)>0, tales que 


en (ENB) <} (ENB) 
para cualquier E medible. Tomando entonces A (x) = f {x) +- e%a (x), 


donde yy es la función característica del conjunto E, tendríamos 
para cualquier conjunto E medible 


po da = frod ep (ENB) < $, (œ) du +D (EN B) < (E). 


Esto significaría que la función A pertenece al conjunto K definido 
anteriormente. Pero, al mismo tiempo, 


Frede = $109 duen (B) >M, 


lo que contradice a la definición de M. Luego, hemos demos- 
trado la existencia de una función f tal que 


014) = | f(x)du. 
A 
Probemos su unicidad. Si para todo 4€S 


D(a)= | h (dp = | fa tx) di, 
à 1 


entonces cualquiera que sea n para los conjuntos 
A,= que heoi > +} 
tenemos 
u(s)<n [ho (9d=0. 


An 


De la misma forma, para Ba=(x hoha > =) tenemos 


B= (Ba) 
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Como 


qa hoh =U 4,U 


tenemos 
pts 04 (0)=0 


es decir, f, (x)= f, (x) en casi todos los puntos. Hemos terminado 
la demostración. 

Observación. El teorema de Radon—Nikodym constituye, 
evidentemente, una generalización natural del teorema de Lebes- 
gue de que toda función absolutamente continua es integral de 
su derivada. Sin embargo, al considerar las funciones en la 
recta, tenemos en nuestro poder un método efectivo para buscar 


la derivada, como es el cálculo del limite del cociente $L, mien- 
tras que el teorema de Radon—Nikodym sólo afirma Ja existencia 
de la derivada <P de una carga absolutamente continua @ res- 


pecto a la medida p; pero, no ofrece método alguno para cal- 
cularla. Se puede indicar este método; pero, aquí no vamos a 
detenernos en ello. En líneas generales, este método consiste en 


calcular el límite del cociente SEP según un sistema de conjun- 


tos que «se contraen», en cierto sentido, alrededor del punto 
dado. Estas cuestiones son estudiadas detalladamente, por ejem- 
plo, en el libro de G. E. Shilov y B. L. Gurévich «Integral, 
medida, derivada» [13]. 


$ 6. INTEGRAL DE STIELTJES 


1°. Medidas de Stieltjes. Al hablar, en el $ 1 del capítulo 
precedente, de la construcción de la medida de Lebesgue, hemos 
mencionado ya la construcción siguiente. Supongamos definida 
en un segmento [a, b] una función monótona no decreciente F; 
aceptaremos, para concretar, que es continua a la izquierda. 
Definiendo las medidas de todos los segmentos, los intervalos y 
los semisegmentos, pertenecientes al segmento básico [a, b], mé- 
diante las igualdades 


mía, $)=F(B)—F(a-0), 
mo, $] =F(B+0)—F (a), 
mia, PI=F(B+0)—F(a+0), 


mja, P)=F(Pp)—F (a). 
podemos extender después esta medida, empleando el procedimiento 
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de Lesbesque de prolongación de medida, a un a-anillo que contiene 
todos los subconjuntos abiertos y cerrados (y, consecuentemente, 
todos los subconjuntos borelianos) del segmento fa, bj. La me- 
dida pp que se obtiene a partir de esta construcción se llama 
medida de Lebesgue—Stielfjes correspondiente a la función F, 
mientras que la propia función F se llama función generatriz 
de esta medida. 

Consideremos algunos casos particulares de medidas de Lebes- 
gue—Stieltjes. 

1. Sean F una función de saltos, Xu Xa -.. sus puntos de 
discontinuidad y h, A, ... sus saltos en estos puntos. Enton- 
ces, la medida jp correspondiente a esta función generatriz está 
construida del siguiente modo: todos los subconjuntos del seg- 
mento (a, b] son medibles y la medida de un conjunto A es 


uriA)= De Mm 
ee 


En efecto, de la definición de la medida de Lebesgue—Stieljes 
se ve inmediatamente que la medida de cada punto x; es igual 
a hi mientras que la medida del complemento del conjunto 
{xi}, es igual a cero. De aquí, debido a la o-aditividad de la 
medida uy, se deduce la igualdad (1) para cualquier Ac[a, b]. 
Una medida pp construida a partir de una función de saltos se 
llama medida discreta, 

2. Sea F una función no decreciente absolutamente continua 
en [a, b] y sea f=F' su derivada. En este caso, la medida 
correspondiente pp está definida en todos los subconjuntos de 
(a, al medibles según Lebesgue y, además, para cada conjunto A 
de este tipo 


nr(4)= f Fx) dx. (2) 


Efectivamente, en virtud del teorema de Lebesgue, tenemos para 
cada intervalo (a, B) 


8 
plo, 6) =F (8) —F (0) = | Hogar. 

à 
Como la extensión lebesguiana de toda medida o-aditiva se 
determina univocamente por sus valores en el semianillo inicial, 
de aqui se desprende la validez de (2) para todo Ac[a, b) me- 
dible según Lebesgue. Una medida Hp correspondiente a una 
función absolutamente continua F se llama medida absolutamente 
continua. 
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3. Si F es una función continua singular, su medida corres- 
pondiente pe está concentrada íntegramente en aquel conjunto de 
medida lebesguiana nula en el que F’ es diferente de cero o no 
existe. La propia medida up se llama en este caso medida sin- 
gular. 

Está claro que, si F=F,+F,, se tiene pe=H2,+pr, Y, 
puesto que toda función monótona puede ser representada como 
suma de una función de saltos y de los componentes absoluta- 
mente continuo y singular, de aquí se desprende que toda medida 
de Lebesgue—Stieltjes puede ser representada como suma de una 
medida discreta, absolutamente continua y singular. Una función 
monótona se descompone, salvo un sumando constante, en una 
unción de saltos, absolutamente continua y singular. Luego, la 
descomposición de toda medida de Lebesgue —Stieltjes en las 
componentes discreta, absolutamente continua y singular es única. 

Lo expuesto se refiere a medidas de Lebesgue—Sticltjes en 
un segmento. Si ahora F es una función monótona no decreciente 
acotada (superior e inferiormente) en toda la recta, cntonces, 
definiendo la medida de cualquier segmento, intervalo y semiseg- 
mento de la recta mediante fórmulas análogas a (1) y (2), obten- 
dremos una medida finita en toda la recta que llamaremos 
medida de Lebesgue—Stieltjes (en la recta). En particular, la 
medida de toda la recta será, en este caso, igual a 


F(00)—F (— œ), 
donde 


F(—00)= lim F(x) 


(la existencia de estos límites se debe a que F es monótona y 
acotada). 

El concepto de medida de Lebesgue —Stieltjes abarca, de hecho, 
todas las medidas (esto es, todas las funciones de conjunto fini- 
tas no negativas y a-aditivas) en la recta. En efecto, sea p cual- 
quier medida de este tipo. Tomando 

F (x)= p (— o, x), 
obtendremos una función monótona tal que su correspondiente 
medida de Lebesgue—Stieltjes coincide con la medida inicial p. 
Es decir, el término de «medidas de Lebesgue— Stieltjes» no signi- 
fica, de hecho, una clase especial de medidas en la recta, sino 
q indica simplemente el método concreto de construir esta me- 
lida a partir de una función generatriz. 


2. Integral de Lebesgue — Stieltjes. Sea pp una medida en el 
segmento [a, b] generada por una función monótona F. Para esta 
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medida se define de manera habitual la clase de funciones suma- 
bles y se introduce el concepto de la integral de Lebesgue 


$ 
| Fadura). 


Una integral de este tipo tomada respecto a una medida yp 
correspondiente a una función generatriz F, se llama integral de 
Lebesgue —Stieltjes y se designa mediante 

b 

FJAR (o. 


Consideremos algunos casos particulares. 
i. Si F es una función de saltos (esto es, pp es una medida 
discreta). la integral 


MAS) 


se reduce, evidentemente, a la suma 


Lidh 
; 


donde x; son los puntos de discontinuidad de la función F y Ap 
los saltos de F en los puntos xz. 
2. Si F es una función absolutamente continua, su integral 

correspondiente de Lebesgue— Stieltjes 

b 

OLA) 
es igual a ? 

b 

FFF (dx 
es decir, a la integral de f(x) F' (x) respecto a la medida lebes- 
guiana habitual. En efecto, si f (x)= const, la igualdad 


è $ 
F FaF (= FF (gas B 


se deduce de (2). Debido a la o-aditividad de las integrales, la 
igualdad (3) es extensible también a las funciones simples suma- 
bles según la medida pp. Sea ahora {fn} una sucesión de funciones 
simples convergente uniformemente hacia f. Sin perder generali- 
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dad, podemos aceptar que (f,) es una sucesión no decreciente. 
Entonces, ¿f, (x) F’ (x)) es una sucesión no decreciente convergente 
en casi todos los puntos hacia f(x) F' (x) y, en virtud del teorema 
de Beppo Levi, podemos pasar al límite en la igualdad 


b 


$ 
Vito dF) = f hO) F' (0 dx 


para n— oo. 
De lo expuesto de deduce que, siendo F una suma de una 
función de saltos y otra absolutamente continua, la integral de 
Lebesgue—Stieltjes respecto a la medida pp se reduce a una 
serie (o una suma finita) más una integral respecto a la medida 
habitual de Lebesgue. En cambio, si F contiene también una 
componente singular, esta reducción resulta imposible. 

El concepto de la integral de Lebesgue—Stieltjes puede ser 
ampliado de un modo natural, pasando de las funciones monólo- 
nas a las funciones de variación acotada. Sea ® una función de 
este tipo. Representémosla como diferencia de dos funciones mo- 
nótonas 

D=08, 


donde v es la variación total de la función en el segmento [a, x]. 
Introduzcamos ahora la integral de Lebesgue—Stieltjes respecto a ®, 
tomando, por definición, 


b » » 
Uria (x)= odo) | Hd (o. 


Es fácil probar que si se tiene otra representación de (P como 
diferencia de dos funciones monótonas, digamos 


D=e—g 


entonces, 


b b b » 
[Fdo — f det) = | Adra [Hd to, 

es decir, para calcular la integral de Lebesgue — Stieltjes respecto 
a una función WD dada puede ser empleada cualquier representa- 
ción de esta función por medio de la diferencia de dos funciones 
monólonas. 


3°. Algunas aplicaciones de la integral de Lebesgue — Stieltjes 
en la teoría de probabilidades. La integral de Lebesgue —Stielt- 
jes encuentra aplicación tanto en el Análisis, como en otras mu- 
chas cuestiones aplicadas. En particular, este concepto se emplea 
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ampliamente en la teoría de probabilidades. Recordemos que se 
llama función de distribución de una variable aleatoria E a una 
función F (no decreciente, obviamente) definida para cada x por 
la igualdad 


F()=PE<%, 
es decir, F(x) es la probabilidad de que la variable aleatoria E 
tome un valor menor que x. Es evidente que cada función de 
distribución es monótona no decreciente, continua a la derecha 
y verifica las condiciones 
F(—00)=0, F(+00)=1. 

Viceversa, toda función de este tipo puede ser considerada como 
función de distribución de una variable aleatoria. 

Son características sustanciales de una variable aleatoria su 
valor medio (o esperanza matemática) 


f xdF (x) (4) 


ME 


y varianza 
Vg = È (x— M?) dF (x). (5) 


Entre las variables aleatorias suelen destacarse las variables 
aleatorias discretas y continuas. Una variable aleatoria se llama 
discreta cuando puede tomar sólo un número finito o numerable 
de valores 


Xir Xar oeer Xar + 


(por ejemplo, el número de llamadas telefónicas que se reciben 
en una central durante un intervalo de tiempo es una variable 
aleatoria discreta). 

Si Pu Pa ---» Pp» --- Son las probabilidades con que la varia- 
ble 5 toma los valores X,, Xy, ..., Xa» ».-» la función de distri- 
bución para E es, evidentemente, una función de saltos. Para 
ella las integrales (4) y (5) se reducen respectivamente a las 


sumas 
ME= Y xp: 


VE=2 (14) p, (a= M$). 


Una variable aleatoria E se llama continua cuando su función 
de distribución F es absolutamente continua. La derivada F’ de 


$ 6. INTEGRAL DE STIELTJES 405 


esta función de distribución se llama densidad de distribución de 
probabilidades de la variable aleatoria $. De acuerdo con lo expues- 
to en el punto anterior, las integrales de Stieltjes que expresan 
el valor medio y la varianza de una variable aleatoria continua 
2 reducen a integrales respecto a la medida lebesguiana habi- 
ual: 


ME= Í xp(x)dx, 


Ve= f («—a) p(x) dr, 


donde p=F" es la densidad de distribución de probabilidades 
para E y a= M$. 

Los cursos elementales de teoria de probabilidades se limitan 
pelao al estudio de variables aleatorias discretas o con- 
inuas que en lo fundamental son las únicas que aparecen en 
cuestiones aplicadas. Sin embargo, una función de distribución 
de una variable aleatoria puede tener, en el caso general, una 
componente singular, de modo que no toda variable aleatoria 
puede ser representada como una combinación de variables alea- 
torias discreta y continua. 

Sean E una variable aleatoría, F su función de ic EA] 


otra variable aleatoria que representa una fur 1 valor medio 
My de la variable se puede representar, por def 


ión, como 
f zai), 


donde ® es la función de distribución para ņ. Es sustancial, sin embargo, 
que si q es sumable respecto a la medida generada en la recta por la fun- 
ción F, el valor medio de la variable y se puede representar también a tra- 
vés de la función de distribución F de la variable £, a saber: 


Mn=M()= | p) aF (2). 


En electo, la función y= (x) determina una aplicación de la recta (—% < 
< x< œ) con la medida up (generada por F) en la recta (— < y< 0) 
con la medida pq, en la que se transiorma por la aplicación y=(2) la 
medida up. Pero, de los resultados del capitulo VI se desprende que si 
(X. u) y (Y, v) son dos espacios provistos de medidas, p es una aplica 
que conserva la medida y transiorma (X. p) en (Y, v) y f es una fun 
sumable en (Y, v), entonces 


[wd = | Ho (de 
Y Xx 
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(sustitución de variables en la integral de Lebesgue). Tomando aquí f ()=y 
Y p=Hp, =p, obtendremos la igualdad necesario. Luego, para calcular 
el valor medio (y, claro está, la varianza también) de una función de una 
variable aleatoria E es suficiente conocer solamente la función de distribución 
de la propia variable E. 


4%. Integral de Riemann — Stieltjes. Además de la integral de 
Lebesgue — Stieltjes, considerada en el punto anterior, que repre- 
senta de hecho, la diferencia de las integrales lebesguianas de 
una función dada f respecto a dos medidas, definidas en la recta, 
se puede definir también la asi llamada integral de Riemann — 
Stieltjes. Ella se introduce como límite de sumas integrales, 
análogas a las sumas integrales habituales de Riemann. 

Sea de nuevo ® una función continua a la izquierda de va- 
riación acotada, definida en un segmento [a, b), y sea f una 
función arbitraria en este segmento. Consideremos una partición 


as <A <<... <x=b 


del segmento [a, 6] y, escogiendo en cada elemento [X,..,, x,] de 
esta partición un punto arbitrario E, formemos la suma 


2 EMO (0 (ti-a) (6) 


Si para max (x;—x;-ı)— 0, estas sumas tienden a un límite 

determinado (que no depende de cómo se ha dividido el segmento 

[a, b) ni de cómo se han escogido los puntos E; en cada elemento 

de la partición), este límite se llama integral de Riemann— 

Stieltjes de la función f respecto a la función © y se designa con 
» 


f Fd (x). (7) 


TEOREMA 1. Si la función f es continua en (a, b), su integral de 
Riemann— Stieltjes respecto a W existe y coincide con la inte- 
gral de Lebesgue —Stieltjes correspondiente. 


DEMOSTRACION. La suma (6) puede ser considerada como la integral 
de Lebesgue— Stieltjes de la función escalonada 


(0) =E, para xia LX <i 


Al subdividir la partición del segmento (a, b], la sucesión de 
estas funciones converge uniformemente hacia f. Por lo tanto, el 
límite de estas sumas existe y representa la integral de Lebes- 
gue—Stieltjes de la función límite f (teorema sobre el paso al 
límite bajo el signo de la integral). Al mismo tiempo, este límite 
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es precisamente la integral de Riemann — Stieltjes (7). El teorema 
queda demostrado. 

Demostremos algunas propiedades elementales de la integral 
de pepa Sil Siempre suponemos que f es continua 
en [a, b}. 

l. Plone lugar la estimación (teorema del valor medio) 


$ 
f Fæ dD (x) |< max |F) IVD] 6) 


(V$ [0] es la variación total de la función ® en [a, b)). 
En efecto, cualquiera que sea la partición del segmento [a, b] 
se cumple la desigualdad 


Èro om-om rooe- 


< max [Fl Y 10) — O (i) < max |f) 1V3 10). 


Pasando en esta desigualdad de las sumas integrales al límite 
de las mismas, obtenemos la estimación (8). Para D(x)=x ella 
se convierte en la estimación conocida 


<(6—a) max |F (x)| 


è 
$ F)dx 


para la integral de Riemann. 
2. Si D=P,-+0,, se tiene 
| Fdo (x) = | 10940, (x)= È 940, (x). 

En efecto, para toda partición del segmento [a, b] se cumple 
la desigualdad correspondiente para las sumas integrales; por 
consiguiente, ella se conserva también cuando se pasa al límite, 
es decir, para las integrales. 

3. Si p es una función de variación acotada distinta de cero 
solamente en un conjunto finito o numerable de puntos, 


, 
(dp ()=0 


para cualquier función f continua en Ja, b}. 
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En efecto, esto es evidente para una función distinta de cero 
en un único punto x, (ya que al tomar particiones tan pequeñas 
como se quiera del segmento [a, b] sin que el punto x, sea un 
punto de división, obtendremos sumas integrales iguales a cero); 
luego, debido a la aditividad, esto es válido también para cual- 
quier función diferente de cero en un número finito de puntos. 
Supongamos ahora que wp es distinta de cero en los puntos 

E E 
y sean 
Yao Yer vis Yan ++. 
sus valores en estos puntos. Como ẹ es de variación acotada, 


tenemos Sijyr| <. Escojamos ahora M de manera que 
2 ltal <e y representemos p como suma 
a 


PP +P 
donde yy toma los valores y,, ..., yẹ en los puntos fy... ry 
y es igual a 0 en Jos demás, mientras que y es distinta de 0 


solamente en los puntos Fy+w fwss .-. +. Las sumas integrales 
correspondientes a ıp verifican la desigualdad 


AG) |<2m- 3, ucze, 


donde M=max |f(x)!. Por eso, 
b 


OLIE] 


+ s 
< [rodeo SEd 


<2Me; 


de aqui se deduce, debido a la arbitrariedad de e, nuestra afir- 
mación. 
4. Si f es una función continua, la integral de Riemann — 


Stieltjes | f (x)dO (x) no depende de los valores que toma ® en 


sus puntos de discontinuidad. 

En efecto, sean O, y O, dos funciones de variación acotada 
coincidentes en todos sus puntos de continuidad. Entonces, la 
diferencia 


y=0,-0, 


representa una función distinta de cero solamente en un conjunto 
a lo sumo numerable de puntos. Lo demás se desprende de las 
propiedades 2 y 3. 
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Puesto que la integral de Riemann—Stieltjes de una función 
continua coincide con la correspondienle integral de Lebesgue — 
Stieltjes, para la integral de Riemann—Stieltjes son válidas las 
igualdades: 


p 
FFD = DF e ha 


donde Œ es una función de saltos, y 


b b 
F FOD (=| 16) D (ax, 0) 


donde ® es una función absolutamente continua. Además, si 
©’ es integrable según Riemann, la integral que figura en 
el miembro derecho de (9) puede ser comprendida en el sentido 
de Riemann. 

Todo lo expuesto para la integral de Riemann—Stieltjes en 
el caso de un segmento finito se puede extender fácilmente al 
caso en que la integral se considera en toda la recla o en una 
semirrecta. 

Observación. En el caso de la integral de Stieltjes, a diferencia 
de la integral habitual de Riemann, los valores de la integral 
en el intervalo (a, b), el segmento fa, b] y los semisegmentos 
(a, b] y [a, b) no coinciden, en general (los puntos aislados tienen 
medida de Stieltjes positiva, si la función que genera la medida 
es en ellos discontinua). El símbolo 

7 
EE 


à 


se interpreta comúnmente, si no se dice lo contrario, como la 
integral referida al semisegmento [a, b). 


5". Paso al límite bajo el signo de la integral de Stieltjes. 
En el capítulo VI hemos demostrado varios teoremas acerca del 
aso al límite bajo el signo de la integral de Lebesgue. El pro- 
piema se planieaba ailí del modo siguiente: dadas una sucesión 
{fa} de funciones y las integrales de estas funciones respecto a 
una medida determinada, nos interesaba la posibilidad de pasar 
al límite de esta sucesión bajo el signo de la integral. Sin em- 
bargo, en el caso de la integra! de Stieltjes tiene también interés 
plantear el problema del modo siguiente: sea dada una sucesión 
{®©} de funciones de variación acotada; ¿bajo qué condiciones 
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se puede pasar al límite bajo el signo de la integral 


b 
116) d0, (x) 


para una función fija f? 
En este orden tiene lugar el teorema siguiente. 


teorema 2 (primer teorema de Helly). Supongamos que las fun- 
ciones ®,„ de variación acotada en un segmento |a, b) convergen 
en cada punto de este segmento hacia una función ® y que las 
variaciones totales de las funciones WD, están acotadas en con- 


Junto 
V[0,J<C (n=1, 2, ...). 


Entonces la función límite ® es también de variación acotada 
y cualquiera que sea la función continua f tiene lugar la 
igualdad 


e è 
lim | f(e) d0, (x)= | F) dO (w). (10) 


DEMOSTRACION. Probemos ante todo que la variación total de la 
función límite ® no es mayor que la constante C con la que 
están acotadas todas las V2 1D), En efecto, para cualquier par- 
tición del segmento [a, b] por los puntos 


a=x<x<... Lla Tb 
tenemos 


x P 
DIOD) lim 2 10, O, w) lC; 
luego, 
vi[0]<C. 
Probemos ahora que la relación (10) es válida en el caso en 


que f es una función escalonada. Supongamos que f toma los 
valores h, en los intervalos (x_,, xx). Entonces, 


, 
FTO dO, e= Ehn 10, (5)—O, (1) an 


b 


S F) dO (a) = D h [O a) — O (4). (12) 
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Está claro que la primera de estas expresiones se convierte en 
la segunda cuando n-—00. j 

Sea ahora f una función continua y sea e un número posi- 
tivo arbitrario. Escojamos una función escalonada f, de ma- 
nera que 


IFA < 


Entonces, 
, , t . 
(100940 (9—$ 76940, tw) <| [70040 (9 —11.(040 (9) 
s , 
+8 1.0940 (9 1. (9 4D, (x) |-+ 
, , 
+| Fh (dD, (e) — $ F (e) dO, (4). 


En virtud del teorema del valor medio para la integrat de 
Stieltjes, el primero y tercer sumandos son menores que + mien- 


tras que el segundo sumando es menor que $. para n suficientemen- 


te grandes. Como *>0 es arbitrario, de aquí se deduce la 
afirmación del teorema. 

Observación. Este teorema subsiste también en el caso en que 
uno o ambos extremos de la integral 

b 

MOLAN] 
son infinitos. Sin embargo, la función f en este caso debe tender 
en el infinito a un límite finito (esto permite aproximarla uni- 
formemente en el intervalo infinito mediante funciones escalona- 
das que toman solamente un número finito de valores). 

El primer teorema de Helly ofrece las condiciones en las que 
se puede pasar al límite respecto a una sucesión {q} de funcio- 
nes de variación acotada en la integral de Stieltjes. El teorema 
que sigue explica cuándo puede ser garantizada la existencia 
mima de la sucesión que satisface las condiciones del teorema 
anterior. 
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TEOREMA 3 (segundo teorema de Helly). De cualquier conjunto 
infinito ® de funciones y que están definidas en un segmento 
[a, b] y que verifican las condiciones 

max|p(x)/<C, Vif] SK, a3) 
donde C y K son constantes (las mismas para toda p€ 0), 
se puede extraer una sucesión parcial convergente en cada punto 
del segmento [a, b]. 


Demostracion. Basta demostrar este teorema para las funciones 
no decrecientes. En efecto, sea 


P=0—8, 
donde v(x) es la variación total de la función p en el segmento 


[a, x]. Entonces, las funciones v correspondientes a todas las 
ED satisfacen las desigualdades 


maxlo(x)]<C, Velo] =V2[p] <K, 


esto es, verifican las condiciones del teorema, y son mionótonas. 
Suponiendo que el teorema es válido para las funciones monó- 
tonas, escojamos en D una sucesión (q,) de manera que las v, 
correspondientes converjan hacia un límite v. Las funciones 


En= Un — Ln 
serán también monótonas y verificarán las condiciones del teo- 


rema. Luego, se puede extraer de (q,) una sucesión parcial (qn, ) 
tal que gn, convergen hacia un límite g. Pero, en este caso, 


Pas (1) — 9 (2) =0() —8 (x). 


Demostremos, pues, el teorema para una familia D de fun- 
ciones monótonas. Sean 


Pir Fig swap pres 


todos los puntos racionales del segmento [a, b]. Debido a (13), 
los números ¢ọ(7,) (p€®) forman un conjunto acotado y, por 
eso, existe una sucesión {P{W} convergente en el punto r,. Esco- 
jamos ahora en ella una sucesión parcial {pP} que converja en 
r,(y, por supuesto, en r,). Escojamos después en {p} una suce- 
sión parcial {9} convergente en el punto rẹ ete. La sucesión 
diagonal (py”) convergerá evidentemente, en todos los puntos 
racionales del segmento (a, a). El límite de esta sucesión será 
una función no decreciente p definida, por ahora, solamente en 
los puntos Ty, fa ---» Fm ->- Definámosla en los demás puntos 
del segmento [a, b], tomando para las x irracionales 


p(x)= lim p(r) (r son racionales). 
razme 
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Probemos que la función no decreciente q, obtenida de esta 
forma, es, en todos los puntos de continuidad, el límite de la 
sucesión (pf”). Sea x* uno de estos puntos. Entonces, para un 
e >0 dado se puede escoger un 8>0 tal que 


[9 (=p (x)|< $ siempre que [—x| <5. (14) 


Escojamos unos puntos racionales r' y 7” de manera quer’ < x < 7’, 
r’ >x*— ô y r” < x*+6. Sea ahora n tan grande que para n > n, 
se cumplen las desigualdades 


la =N y aAA 5) 

De (14) y (15) se desprende que 
leatl oae. 
Como la función q, es no decreciente, tenemos a (r') < qu(x") < 
< Qu (1). Luego, 
19901 </ 00) —0 (1) 1419 (7) —qu (1) 1+ 
A a 

y esto significa precisamente que lim q, (4%) =p (1%). 

Hemos logrado construir una sucesión de funciones de D que 
converge hacia la función límite q en todo punto, excepto, po- 
siblemente, los puntos de discontinuidad de la función y. Como 
el conjunto de estos puntos es a lo sumo numerable, aplicando 
de nuevo el proceso diagonal, podemos extraer de la sucesión 


(Qn) una sucesión parcial que converja hacia ọ también en estos 
puntos, es decir, que converja en todo [a, b). 


6”. Representación general de funcionales lineales continuas 
engel espacio de funciones continuas. Hemos señalado ya algunas 
aplicaciones de la integral de Stieltjes. Ahora estudiaremos otro 
problema, relacionado con este concepto, determinando la forma 
general de una funcional lineal en el espacio Cia, o). 

TEOREMA 4 (Riesz). Toda funcional lineal continua F en el espacio 

Cia. sy puede ser representada en la forma 


è 
F (D= f fdot) (16) 


donde ọ es una función de'variación acotada. Además, 
IF N=V2 [e]. 
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DEMOSTRACION. El espacio Ca,» puede ser considerado como 
subespacio del espacio Mya, sy de todas las funciones acotadas en 
este segmento con la misma norma 


NE= supii 


que existe en Cía, s» Sea F una funcional lineal continua en 
te b} En virtud del teorema de Hahn— Banach, puede ser 
prolongada, conservando su norma, de Cía, mw a todo el Miu, b) 
Esta funcional prolongada estará definida, en particular, para 
todas las funciones de tipo 


1 para XST, 
109=) pa 


\ 0 para x>t. 


PW =F G) a7) 


y probemos que la función «q es de variación acotada en el seg- 
mento (a, b]. En efecto, tomemos una partición arbitraria 


ax <<... <x=b 
de este segmento y pongamos 
0 sen [PXA — F (xk) =l, 2, -.., mM. 
Entonces, 


Tomemos 


$ o ene ndl È a oeo- 
F [$ atata] < 


<NE I| Èa taol: 
Pero, la función É n (fsp — Fsy_,) toma sólo los valores +1 y 0. 


Por eso, su norma es igual a 1. Por lo tanto, 

n 

PAAS 
Como esto es válido para cualquier partición del segmento [a, b], 
tenemos 

vial <IFI- 

Es decir, hemos construido a partir de la funcional F una fun- 
ción q de variación acotada. Probemos ge es precisamente esta 


función mediante la cual la funcional F puede ser representada 
a través de la integral de Stieltjes (16). 


= È aF Ua han 
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Sea f una función continua cualquiera en [a, b]. Tomando 
arbitrariamente un e positivo, escojamos $>0 de manera que 
1564) — F(x) ] <e siempre que |x"—x’| <8. Dividamos ahora 
el segmento [a, b} mediante los puntos £, en partes, de longitud 
cada una menor que ô, y consideremos la función escalonada 


P9(9=f (1) para xx < Xp k=l, 2, ...,. n, 
Ella puede ser representada, evidentemente, en la forma 


P= 2 ED TF, (0 — fera 00), 
donde f. es la función definida por la igualdad (17). Está claro 
que | H(x)—f(x)|<e para todas las x, a<x<b, es decir, 
IEA IK e. 


Calculemos el valor de la funcional F en el elemento f. De- 
bido a la linealidad de esta funcional y de acuerdo con la defi- 
nición de la función f., este valor es igual a 


FEA = DEEDE Oe) F fe d= D POD (Py (0), 
es decir, representa la suma integral para la integral 

» 

fidoo. 


Luego, para una partición suficientemente pequeña de (a, b), 
tenemos 
b 


F (f9) Fdo 


-> 


Pero, al mismo tiempo, 
IEDF] <SIF IF SF e. 
Por lo tanto, 


Ñ 
[rm Éreoaeco 
de donde, debido a la arbitrariedad de e, obtenemos la igualdad 


š 
Fip = | Fade (a). 


<e(1+/1£ Ip), 
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Hemos visto que la variación total de la función q, dada por (17), 
satisface la desigualdad siguiente: 


Velo] <P> (18) 


Por otro lado, del teorema del valor medio para la integral de 
Stieltjes, se desprende inmediatamente que 


IF| <V to). (19) 
Comparando (18) y (19), obtenemos la igualdad 
EF I1=V¿[0J- 
El teorema queda demostrado completamente. 


Observación. Eslá claro que siendo q una función arbitraria 
de variación acotada q en el segmento [a, b], la relación 


è 
F (P= | F do to) 


determina una funcional lineal en el espacio Cja, 53. Además, 
dos funciones q, y Pa, coincidentes en todos los puntos excepto, 
posiblemente, los de un conjunto a lo sumo numerable, deter- 
minan una misma funcional lineal; viceversa, si q, y q, deter- 
minan una misma funcional en Cra, sj, esto es, si 


, a 
(Fado t= S FO dpa) 


para toda función continua, entonces q, y Ọ, coinciden en sus 
puntos de continuidad, es decir, en todos ios puntos excepto, 
posiblemente, los de un conjunto finito o numerable de puntos. 
Luego, existe una aplicación inívoca entre las funcionales 
lineales en Cro, ») y las clases de funciones de variación acotada 
en [a, b] que verifican la condición ẹ(a)=0, perteneciendo dos 
funciones a una misma clase cuando coinciden en sus puntos de 
continuidad. Para una función arbitraria «p de la clase corres- 
pondiente a la funcional dada F se cumple la desigualdad 


IFIS Vi lo); 
la igualdad puede no tener lugar; pero, como se desprende de 


la demostración del teorema, en cada una de estas clases existe 
al menos una función para la cual esta igualdad se alcanza, 


CAPITULO 
Vii 


ESPACIOS 
DE FUNCIONES SUMABLES 


Entre las diferentes clases de espacios normados que se em- 
plean en el Análisis una de Jas más importantes cs la de los 
espacios de funciones medibles de cierta potencia sumable y, en 
primero término, el espacio L, de todas las funciones sumables 
y el espacio L, de funciones de cuadrado sumable. Estudiaremos 
ahora las propiedades fundamentales de estos espacios. El con- 
tenido de este capitulo se basa, por un lado, en las propiedades 
generales de los espacios métricos y los espacios normados lineales, 
expuestas en los capítulos 11, III y 1V, y, por otro lado, en el 
concepto de la integral de Lebesgue introducido en el capítulo VI. 


$ 1. ESPACIO L, 


1. Definición y propiedades fundamentales del espacio L,. 
Sea X un espacio provisto de una medida p; la medida del 
propio X puede ser finita o infinita. Consideremos el conjunto 
de todas las funciones sumables en X. Como una combinación 
lineal de funciones sumables es de nuevo una función sumable, 
este conjunto, con las operaciones habituales de adición de fun- 
ciones y multiplicación de las mismas por números, constituye 
un espacio lineal. Denotaremos este espacio mediante L,(X, p) 
o simplemente L,. Introduzcamos en L, una norma tomando” 


AI=S1F 00 ldu. a) 


1) Aqui y en lo sucesivo el símbolo f representa la integración en todo 
el espacio X. 


14 ne 2150 
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Está claro que 


llefll=1e 1-17 


WAR FNSNA NA le 


Sin embargo, para que se cumpla también la última condición 
de la norma, a saber 
NFL > 0 cuando f+ 0, 


es preciso aceptar que las funciones equivalentes en X no se dis- 
tinguen y representan un mismo elemento del espacio L,. En 
articular, el elemento nulo de L, es el conjunto de todas las 
unciones iguales a cero en casi todos los puntos. En este caso, 
la expresión (1) poseerá todas las propiedades de la norma. Lle- 
gamos así a la definición siguiente. 


y 


DEFINICION 1. Se llama espacio L, al espacio normado cuyos ele- 
mentos son las clases de funciones sumables equivalentes; la adi- 
ción de elementos de L, y la multiplicación de los mismos por 
números se definen como las operaciones habituales de adición y 
multiplicación de funciones” y la norma se define mediante la 


fórmula 
IAI = S17) dp. 


En L, al igual que en cualquier espacio normado, la distancia 
se introduce mediante la fórmula 


eif, =li el 


La convergencia de una sucesión de funciones sumables, com- 
prendida en el sentido de esta distancia, se Ilama convergencia 
media. El espacio L, puede ser considerado como compuesto de 
funciones complejas (espacio complejo L,) o solamente de fun- 
ciones reales (espacio real L,). Los resultados de este parágrafo 
son válidos en ambos casos. 

Para muchas cuestiones del Análisis tiene gran importancia 
el resultado siguiente. 


TEOREMA 1. El espacio L, es completo. 
DEMOSTRACION. Sea (f,j una sucesión fundamental en L,, esto es, 


Ilf—fml| —0 para n, m— 00. 


3 Con más precisión: puesto que cada elemento de L, es una clase de 
Iunciones sumables equivalentes, para sumar dos clases de este tipo tomamos 
un representante en cada una de ellas y llamamos suma de estas clases a 
la clase que contiene la suma de los representantes elegidos. Está claro que 
el sesultado no depende de la selección de los representantes en las clases 

ladas. 
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Entonces, se puede encontrar una sucesión (n,f de índices tal que 
luntan l= (In in (0) lde < zz > 
De esta desigualdad y del teorema de Beppo Levi se desprende 


que la serie 
Maltin talt ++ 
converge en casi todo X. Pero, entonces, también la serie 
fat fan —tnt 


converge en casi todo X hacia una función 
F9= lim fa). 


Luego, hemos probado que una sucesión fundamental de L, 
contiene sucesión parcial convergente en casi todos los puntos. 
Probemos ahora que la sucesión parcial {fn} converge en la 
media hacia la misma función f. Como la sucesión {f,} es fun- 
damental, para cualquier e > 0 fijo y k y l suficientemente gran- 


des tenemos 
Sl En) — Fa (2) Ida < e. 


De acuerdo con el teorema de Fatou, podemos pasar en esta 
desigualdad al límite para /— oo bajo el signo de la integral. 


Tendremos 
fliada <e, 


de donde se deduce que fEL, y fa, —f. Pero, una sucesión 
fundamental que contiene una sucesión parcial convergente hacia 
un limite converge hacia el mismo límite. El teorema queda 
demostrado. 

2”. Conjuntos siempre densos en £,. Por definición de la 
integral de Lebesgue, cualquiera que sea la función f sumable 
en X y cualquiera que sea e >0 existe una función siempre 
sumable q (x) tal que 


VIH) (0 du < e. 


Además, puesto que para una función sumable simple que toma 


los valores Y, Ya» ... en los conjuntos £,, E, ... la integral 
se define como la suma de la serie 

Y vat (En) 

A 


(si es que ella converge absolutamente), está claro que toda fun- 
ción sumable simple puede ser representada como límite (en 


149 
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media) de una sucesión de funciones sumables simples que toman 
solamente un número finito de valores. Luego, en el espacio L, 
son siempre densas las funciones cada una de las cuales toma sola- 
mente un número finito de valores (us decir, representa una com- 
binación lineal de funciones caracteristicas). 

Sea R un espacio métrico provisto de una medida que verifica 
la condición siguiente (que se cumple para la medida de Lebesgue 
en un espacio euclídeo y en otros muchos casos de interés prác- 
tico): todos los conjuntos abiertos y todos los conjuntos cerrados 
de R son medibles y para cualquier MR 


p(M)= ra (2) 


donde la cota inferior se toma respecto a todos los conjuntos 
abiertos G que contienen [M. Entonces tiene lugar el teorema 
siguiente. 


teorema 2. El conjunto de todas las funciones continuas es siempre 
| denso en L,(R, p). 


Demostracion. En vista de lo explicado anteriormente, basta de- 
mostrar que toda función simple que toma un número finito de 
valores es límite, en el sentido de la convergencia media, de 
funciones continuas. Además, como toda función simple que toma 
un número finito de valores es una combinación lineal de las 
funciones características xy (x) de los conjuntos medibles, basta 
realizar la demostración para estas últimas. Sea M un conjunto 
medible del espacio métrico R. De la condición (2) se desprende 
inmediatamente que para cualquier e >0 existen un conjunto 
cerrado F y un conjunto abierto Ga tales que 


Fy=<MCGn y H(0n)—H (Fm) < e. 
Definamos ahora la función q, (x), tomando ” 


= fx, RNGm) 
STE 
Esta función es igual a O cuando xERNGw y es igual a 1 
cuando xEFy, Es continua, ya que cada una de las funciones 
p(x, Fu) y P(x% RN Ga) es continua y la suma de ellas nunca 
se anula. La función %m—@. no pasa de 1 en GyNFm y es 
igual a O fuera de este conjunto. Luego, 


fixaa) e (da < e, 
de donde se desprende la afirmación del teorema. 


D p(x, A) representa la distancia entre el punto x y el conjunto A. 
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Está claro que el espacio L, (X, u) depende tanto de la selec- 
ción del espacio X como de la medida en éste. Por ejemplo, si 
la medida p está concentrada en un número finito de puntos, 
L,(X, u) será un espacio de dimensión finita. En el Análisis 
desempeñan un papel fundamental los espacios L, de dimensión. 
infinita, pero provistos de un subconjunto numerable siempre 
denso. Para poder describir estos espacios L}, introduciremos un 
concepto más correspondiente, en realidad, a Ja teoría general 
de la medida. 


DEFINICION 2. Se dice que una medida yu fiene una base nume- 
rable cuando existe un sistema numerable 


A=/4) (n=1,2,...) 


de subconjuntos medibles del espacio X (la base numerable de 
la medida p) tal que para cualquier medible M<X y cualquier 
e> 0 existe un A,€-£ tal que 


pMAA)<e. 


En particular, una medida p tiene, evidentemente, una base 
numerable, si puede ser representada como prolongación lebes- 
guiana de una medida definida inicialmente en un semianillo 
numerable ©. Efectivamente, el anillo R(S,) (obviamente 
numerable) representa en este caso la base necesaria. De aqui 
se ve, por ejemplo, que tiene base numerable la medida de 
Lebesgue de un segmento, ya que para ella se puede tomar 
como sistema inicial de conjuntos elementales la totalidad de 
intervalos, segmentos y semisegmentos con extremos racionales. 

El producto 4 =p, xp, de dos medidas de base numerable 
tiene también base numerable, ya que las sumas finitas de pro- 
ductos de dos en dos de elementos de la base de la medida p, 
por los elementos de la base de medida u, forman, como se 
comprueba fácilmente, una base de la medida p= u, X p,. Luego, 
la medida de Lebesgue en el plano (y en un espacio n-dimen- 
slonigl también) tiene base numerable. 

sea 


E EROE S (3) 


una base numerable de Ja medida y. Es fácil ver que amplian- 
do el sistema de conjuntos (3) se puede formar una base nume- 
rable de la medida p 

As As + Am (4) 


cerrada respecto a la sustracción y las uniones e intersecciones 
finitas. 
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TEOREMA 3. Si la medida y tiene base numerable, existe en L, (X, pu) 
un conjunto numerable de funciones siempre denso 


PS 


DEMOSTRACION, Probemos que las sumas finitas 


È cafa (e), 6) 
A 
donde c, son números racionales y fẹ son las funciones caracte- 
rísticas de los elementos de la base numerable de la medida p, 
forman un conjunto numerable siempre denso en L,(X, p). 

La numerabilidad de este conjunto es evidente; probemos que , 
es siempre denso en L,(X, 4). mo hemos visto, el conjunto 
de funciones escalonadas, que toman sólo un número finito de 
valores distintos, es siempre denso en L,. Es obvio que cualquier 
función de este conjunto puede ser aproximada tanto como se 
quiera por una función del mismo tipo, pero de valores [racio- 
nales; por lo tanto, basta demostrar que cualquier función esca- 
tonada f, que toma los valores 


Yrs Ya e...» Ya (todos los y, racionales) 
en los conjuntos 
En En o 


Bn (y E,=X, E0E,=9 para ii), 
r 


puede ser ers tanto como se quiera, en el sentido de la 
métrica de L,, por funciones de tipo (5). Teniendo en cuenta la 
observación hecha, podemos aceptar, sin perder generalidad, que 
la base de la medida y está cerrada respecto a las operaciones 
de sustracción y uniones e intersecciones finitas. 

Por definición de una base numerable de una medida p, para 


cualquier e >0 existen en ella unos conjuntos A, Aj, --<, An 
tales que 

p ENANA EN] < e. 
Tomemos 


A=ANUA: (6=1,2, +...) 
i<k 


y definamos f* mediante 
Y, Para xE Az 
pa O para xERNU 


iz 
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Es fácil ver que para x suficientemente pequeño la magnitud 
BFA f 


es tan pequeña como se quiera y, consecuentemente, la integral 
FIFE (ody <( max |y, Vie (e: 160 = P 


es tan pequeña como se quiera para e suficientemente pequeño. 

En vista de las suposiciones hechas respecto a la base de la 
medida p, la función f* es una función de tipo (5). El teorema 
queda demostrado. 

Para el caso particular en que X es un segmento de la recta 
numérica y p es la medida de Lebesgue, la base numerable de 
L,(X, u) puede ser obtenida también de un modo más clásico: 
puede ser considerado como base de este tipo, por ejemplo, el 
conjunto de todos los polinomios de coeficientes racionales. Es 
siempre denso (incluso en el sentido de convergencia uniforme) 
en el conjunto de funciones continuas y estas últimas forman un 
conjunto siempre denso en L,(X, p). 


$ 2. ESPACION, 


1”. Definición y propiedades fundamentales. El espacio L, es, 
como hemos visto, un espacio lineal normado completo (esto es, 
un espacio de Banach). Sin embargo, no es euclídeo: la norma 
definida en él no se puede introducir mediante ningún producto 
escalar. Esto se deduce del «teorema del paralelogramo» demos- 
trado al final del $ 4 del cap. III. En efecto, tomando, por 
ejemplo, en el segmento [0, 2] las funciones integrables f==1 
y g=sen x vemos que la relación 


ll ele +21" =201710*+118 11) 


no se cumple en L, para ellas. 

Un espacio funcional que, además de ser normado, es euclídeo 
se puede obtener considerando el conjunto de funciones de cua- 
drado integrable. Introduzcamos las definiciones correspondientes. 
Supongamos que se consideran funciones reales f definidas en un 
espacio X provisto de una medida u tal que p(X) < œ. Todas 
las funciones se suponen medibles y definidas en casi todo X. 
Las funciones equivalentes no se distinguen. 


DEFINICION 1. Una función f se llama función de cuadrado inte- 
grable en X cuando la integral 


(Pedu 
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existe (es finita). El conjunto de todas las funciones de cuadrado 
integrable en X se designa con L,(X, p) o, brevemente, L,. 

Veamos las propiedades fundamentales de las funciones de 
cuadrado integrable. 

1. El producto de dos funciones de cuadrado integrable es una 
función integrable. 

Esto se desprende directamente de la desigualdad 


MOES GETA] 
y de las propiedades de la integral de Lebesgue. 


COROLARIO. Toda función de cuadrado integrable f es integrable. 
En efecto, basta tomar g(x)=1 y emplear la da L 
2. La suma de dos funciones de L, es también de L,. En efecto, 


Fote SPAA g He) 
y, de acuerdo con la propiedad 1, cada una de las tres funciones 
que figuran en el miembro derecho es integrable. 


3. Si FEL, y a es un número arbitrario, entonces af € L,. 
En efecto, si f EL, tenemos, 


Var (ay du =o? | f (x)dp < oo. 


Las propiedades 2 y 3 muestran que las combinaciones lineates 
de funciones de L, son de nuevo elementos de L,; además, es 
evidente que la adición de funciones de L, y la multiplicación 
de las mismas por números verifican todas las condiciones de la 
definición de un espacio lineal (cap. III, $ 1). Luego, el con- 
Junto L, de funciones de cuadrado integrable constituye un espacio 
ineal. 

Defimamos ahora el producto escalar en L, tomando 


(f, 8) = Vie (da. 
Está claro que todas las condiciones de la definición de un 
producto escalar (véase el cap. III, $ 4), a saber: 
1) (F, &=8, f), 
2) (fit fo 8)= (f 8) + (fz 8) 
3) (af, g)=a(f, g) 
4) (f, )>0 cuando f0, 


se cumplen en este caso. En particular, la condición 4) se cumple 
debido a que hemos convenido no distinguir las funciones equi- 
valentes (por elemento nulo se toma, de esta forma, el conjunto 
de todas las funciones equivalentes a f=0 en X). 
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De esta forma, después de definir para las funciones de cua- 
drado integrable las operaciones de adición y de multiplicación 
por números y de introducir el producto escalar, llegamos, en 
conclusión, a la definición siguiente. 


DEFINICION 2. Se llama espacio L, al espacio euclídeo, cuyos ele- 
mentos son las clases de funciones equivalentes de cuadrado in- 
tegrable, en el que las operaciones de adición y multiplicación 
por números se definen como las operaciones habituales de adi- 
ción y multiplicación y el producto escalar se define mediante 
la fórmula 


(f, g) = | FeO) dp. 
En L, al igual que en cualquier espacio euclideo, tiene 


lugar la desigualdad de Cauchy —Buniakovski, que toma en este 
caso la forma 


(Fried) < | Fede cda, 
y la desigualdad triangular, que toma la forma 


DA o ASE SA PV ET 
y ioed y SPa y fecod. 


En particular, para g(x)==1 la desigualdad de Cauchy —Bunia- 
kovski se reduce a la siguiente desigualdad útil: 


(roda) <p Fwd. mM 


La norma en L, se define por la fórmula 


1i=VA= Y Trae 


y la distancia entre los elementos f y g, por la fórmula 


o D=lf--el= y Sie] da. 
La magnitud 
SEO —E (orde =1/—e ll 


se llama también desviación cuadrática entre las funciones f y g. 
La convergencia de una sucesión funcional en el sentido de 
la métrica del espacio L, se llama convergencia cuadrática. En 
el caso en que no haya peligro de confundir este concepto con 
el de convergencia en L,, introducido en el parágrafo anterior, 
emplearemos el término más breve «convergencia media». 
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+sorrma 1. El espacio L, es completo. 


ds Sea {fa} una sucesión fundamental de L, es 
ecir, 
Wfa—fall— O para n, m= o0. 


De acuerdo con la desigualdad (1), tenemos entonces 


FI Fa de < lu (9) ($ atO — 
Fa de) eO D 


esto es, la sucesión {/„}_es fundamental también respecto a la 
métrica del espacio L,. Repitiendo los razonamientos que hemos 
empleado al demostrar la complitud del espacio L,, podemos 
escoger de {fa} una sucesión parcial {fn} que converge en casi 
todos los puntos hacia una función f. En la desigualdad 


$ Mas (0) — Fn (0) da < e 


que es válida para elementos de esta sucesión parcial con k y l 
suficientemente grandes, podemos pasar, en virtud del teorema 
de Fatou, al límite para 1 — œo. Tendremos 


| a 0) =F 0) dp <e 


de donde se deduce que fEL, y que fu, — f. Para terminar la 
demostración basta, al igual que en el teorema 1 del $ 1, señalar 
que toda sucesión fundamental que contiene una sucesión parcial 
convergente converge hacia el mismo límite. 


EJERCICIO, Definamos Lp(X, p) como el conjunto de las clases de fun- 
ciones equivalentes para las cuales È |f|? du < œ, donde 1<Gp< %. De- 
muéstrese que Lp(X, p) es un espacio de Banach respecto a la norma 


no=($ tre de). 


2°. Caso de medida infinita. En el punto anterior hemos con- 
siderado funciones de cuadrado natera bis definidas en un espa- 
cio X de medida finita. La condición p(X) < œ ha sido emplea- 
da de un modo sustancial. La hemos empleado, primero, al 
demostrar que toda función de cuadrado sumable es sumable en 
primer grado y, después, al deducir la desigualdad (2) en la que 
se basa la demostración de la complitud del espacio £L,. Si se 
consideran funciones en un conjunto de medida infinita (por 
ejemplo, en toda la recta con la medida lebesguiana en ella), 
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no toda función de L, será elemento de L,. Por ejemplo, la 
función no es integrable en toda la recta, pero su cua- 


Viper 
drado es integrable. Además, en el caso p(X) <œ tiene lugar 
la desigualdad (1) según la cual la convergencia de una sucesión 
de funciones en L, implica su convergencia en L, Cuando 
n(X)=00, esto ya no tiene lugar: por ejemplo, la sucesión de 
funciones en la recta 


para |x])> n 


ETR í ‘Epara a< 


converge hacia el O en el espacio L,(—o0,Mpo) de funciones de 
cuadrado integrable en la recta, pero no converge hacia ningún 
límite en L,(—oo, œ). Sin embargo, el teorema sobre la com- 
plitud del espacio L, sigue siendo válido también para p (X)=00 ". 

Demostremos esta afirmación. Vamos a suponer, lo mismo 
que en el $ 5 del cap. VI, donde hemos introducido el concepto 
de integral en un conjunto de medida infinita, que todo el es- 
pacio X puede ser representado como la unión numerable de 
conjuntos de medida finita. Sea 


x=U Xm B(X) <oo, X,NX.=2 para nm 
Pp 

una representación de este tipo y sea {fa} una sucesión funda- 
mental en L,(X, p). Entonces, para cada e >O existe un N tal 
que 

$ [fa (0 —F(0)]*du <e para todos los k, 1> N. 
Tomemos M 
im (y) = | P0) para xE Xa 

P=) O para los demás x. 
Entonces, debido a la o-aditividad de la integral de Lebesgue, 
tenemos 
hohoa 3, $ ln to oda <e 


Consecuentemente, para cada M finito es, con mayor razón, 


H 
Y [P IP Ode <e. ©) 
Ah 
W La demostración de la complitud del espacio L4, expuesta en el $ 1, 
no depende, evidentemente, de si es o no finita la medida del espacio X. 
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El conjunto de funciones de cuadrado integrable en cada X, es 
un espacio completo. Tomando 


969= lim fP) 


(donde la convergencia se entiende como convergencia en el espacio 
L, (Xn, 1)), podemos pasar al límite para I —+ œo en la desigual- 
dad (3). Tendremos 


“ 
Y S UPO dase. 


A= Ña 


Puesto que esta desigualdad se cumple para todos los M, pode- 
mos pasar en ella al limite para M-—-»00. De este modo, tene- 
mos 


S S P] da< e. 


ES 


Tomando 
F(x) =/" (x) para xE Xm 
podemos dar a esta última desigualdad la forma 


$00 —FoaJrdu <e. 


De aquí se deduce tanto que f es un elemento de L,(X, p), 
como la convergencia de la sucesión (f,) hacia f. 


3”. Conjuntos siempre densos en L,. Teorema sobre el isomor- 
fismo, Así pues, el espacio L,(X, p) de funciones de cuadrado 
integrable es un espacio euclídeo completo. Excepto casos trivia- 
les, la dimensión de este espacio es infinita. Desde el punto de 
vista de diversas aplicaciones en el Análisis, es importante co- 
nocer cuándo el espacio £,(X, u) contiene un conjunto nume- 
rable siempre denso. Hemos visto en el $ 1 que en el caso del 
espacio L,(X, p) la existencia de un conjunto numerable siem- 
pre denso se desprende de la existencia de una base numerable 
de la medida p. No es difícil comprobar que esta misma condi- 
ción garantiza también la existencia de un conjunto numerable 
siempre denso en L,(X, u). En efecto, toda función de L, (X, p) 
puede ser aproximada con precisión necesaria mediante funciones 
cada una de las cuales es igual al O fuera de un conjunto de 
medida finita". Después, los mismos razonamientos que han 
sido empleados al demostrar el teorema 3 del $ 1 muestran que 


D Si es p(X) < œ, este paso sobra. 
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en el conjunto de funciones de este tipo se puede escoger un 
conjunto numerable siempre denso. 

Luego, si la medida y tiene base numerable, el espacio 
L,(X, p) es un espacio euclideo completo provisto de un conjunto 
numerable siempre denso. En otras palabras, dejando a un lado 
el caso en que L,(X, p) es de medida finita, obtenemos el re- 
sultado siguiente: si la medida y es de base numerable, el espacio 
L, (X, w) es de Hilbert. 

En virtud del teorema sobre el isomorfismo de los espacios 
de Hilbert, esto significa que todos los espacios L,(X, u) de este 
tipo son isomoríos. En particular, todo espacio de este tipo 
L,(X, u) es isomorío al espacio l, de sucesiones. numéricas con 
la suma de cuadrados convergente (que puede ser considérado 
como el espacio L,(X, p) correspondiente a la medida p definida 
en una sucesión numerable de puntos). En lo que sigue sólo se 
considerarán espacios L,(X, p) correspondientes a medidas de base 
numerable. En los casos en que no puedan surgir confusiones cada 
espacio de este tipo se designará simplemente mediante L,. 

Como el espacio L, representa, según lo explicado, una rea- 
lización del espacio de Hilbert, se pueden extender a L, todos 
los conceptos X resultados dados en el $ 4 del cap. III para un 
espacio de Hilbert abstracto. 

En particular, como, de acuerdo con el teorema de Riesz, 
toda funcional lineal en el espacio de Hilbert H puede ser re- 
presentada mediante el producto escalar 


F(h)=(ħ, a), 


donde a es un vector fijo de H, toda funcional lineal en L, es 
de la forma 


F(= | F g(x) de 
donde g es una función fijada de cuadrado integrable en X. 


4. Espacio complejo L, Hemos considerado hasta aqui el 
espacio real L,. Los resultados expuestos se extienden sin difi- 
cultad al caso complejo. Una función compleja f definida en un 
espacio X provisto de una medida p, se llama función de cua- 
drado integrable cuando la integral 


FIO Pda 


X 


es finita. Definiendo del modo habitual la adición de estas fun- 
ciones y la multiplicación de las mismas por números e intro- 
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duciendo el producto escalar mediante la fórmula 
E d =| OE de, 
x 


obtenemos un espacio euclideo llamado espacio complejo Ly. 
(Aquí, lo mismo que en el caso real, consideramos las funciones 
equivalentes como un mismo elemento del espacio). Este espacio 
es completo y, además, si la medida y es de base numerable, 
es también separable. Luego (omitiendo el caso en que este es- 
pacio es de medida finita), obtenemos que el espacio complejo £,, 
correspondiente a una medida de base numerable, es el espacio 
complejo de Hilbert. Todos los espacios de este tipo son isomor- 
los y para ellos son válidos los resultados expuestos en el $ 4 
del cap. 1I. 


5°. Convergencia cuadrática y su relación con otros tipos de 
convergencia de sucesiones funcionales. Al introducir en el es- 
pacio L, la norma, hemos definido con ello para las funciones 
de cuadrado integrable el siguiente concepto de convergencia: 


ht 


lim $ 1.09 —FC9] da =0. 


cuando 


Esta convergencia la hemos llamado convergencia cuadrática. 

Veamos cómo está relacionada con otros tipos de convergencia 

de sucesiones funcionales. Supongamos primero que la medida 

del espacio X en el que están definidas las funciones es finita. 
1. Si la sucesión (f,) de funciones de L,(X, p) converge en la 

métrica de L,(X, p), también converge en la métrica de L (X, p). 
En efecto, debido a la desigualdad (1), tenemos 


1 


FIR O du < [1 (X) $ Ea du] 


y de aquí se desprende nuestra afirmación. 
2. Si la sucesión {f,} converge uniformemente, también converge 
cuadráticamente. 
En efecto, cualquiera que sea e >0, tenemos para n sufi- 
cientemente grandes 
lhtee 


y, consecuentemente, 
FIA Pda < eu (X), 
de donde se deduce nuestra afirmación. 
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3. Si una sucesión {fp} de funciones sumables converge en me- 
dia, también converge en medida en X. 

Esta afirmación se desprende directamente de la desigualdad 
de Chébishev. 

De aquí y del teorema 11 del $ 4 del cap. VI, se sigue: 

4. Si una sucesión (f,) converge en media, se puede extraer de 
ella una sucesión parcial {fa,} convergente en casi todos los puntos. 

Observemos que al demostrar el teorema sobre la complitud 
del espacio L, hemos encontrado este resultado sin basarnos en 
el teorema 11 del $ 4 del cap. VI. 

Es fácil ver que la convergencia media (e incluso cuadrática) 
de una sucesión no implica, en general, la convergencia de.esta 
sucesión en casi todos los puntos. Efectivamente, la sucesión 
{fm}, construida en el $ 4 del cap. VI, converge en media y 
cuadráticamente hacia f= 0; pero, al mismo tiempo, como ha 
sido allí demostrado, no tiende hacia © en nungún punto. Vi- 
ceversa, una sucesión {f„} puede converger en casi todos los pun- 
tos (e incluso en todo punto) y no converger en media. Consi- 
deremos, por ejemplo, en el segmento [O, 1] la sucesión de fun- 
ciones 


7 


1 
reg [A Pa xelo 4) 
O para los demás x, 


tal que f, (x) —0 para todo xE([0, 1]. Al mismo tiempo, 
1 
$1f.(9)|dx=1 para todo n. 
Las relaciones que existen entre diferentes tipos de conver- 


gencia de funciones, definidas en un espacio de medida finita, 
pueden ser esquematizadas del modo siguiente: 


| Convergencia unilorme 
I 


r a 
y l 
«Ly | Convergencia] | Convergencia en 
m cuadrática casi todo punto 


LT 


1 i 
Qu) | Convergencia | _, | Convergencia 
j en media en medida 
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donde la flecha de puntos significa la posibilidad de escoger de 
una sucesión convergente en medida una sucesión parcial conver- 
gente en casi todo punto. 

En el caso p(X)=00 (por ejemplo, para funciones en toda 
la recta numérica con la medida de Lebesgue en ella) las rela- 
ciones encontradas no tienen ya lugar. Por ejemplo, la sucesión 


TN yara xl <n, 
s O para |x| >n, 


converge uniformemente en toda la recta hacia la función f 
y, sin embargo, no converge ni en media ni cuadráticamente. 
Además, para H(X)=00 la convergencia cuadrática (esto es, 
en L,) ño implica, según hemos señalado ya, la convergencia 
media (esto es, en L,) de la misma sucesión. 

A su vez, la convergencia media no implica, en general, la 
convergencia cuadrática (esta última observación es válida tanto 
cuando p (X) < oo, como cuando p(X)= 00). 


$ 3. SISTEMAS ORTOGONALES DE FUNCIONES EN la. 
SERIES RESPECTO A SISTEMAS ÓRTOGONALES 


De los teoremas plas demostrados en el $ 4 del cap. III 
para los espacios euclídeos, se desprende que en L, existen sis- 
temas os ortogonales (en particular, ortogonales y nor- 
males) de funciones. Estos sistemas pueden ser obtenidos, por 
ejemplo, aplicando el proceso de ortogonalización, descrito en el 
$ 4 del cap. II, a uno u otro sistema comipleto, Si en L, se ha 
escogido un sistema {¢Ẹ,„} completo ortogonal, todo elemento f € L, 
puede ser representado, en vista también de los resultados del 
$ 4 del cap. IHI, como la suma de la serie 


i= 3 Cba 


esto es, como la suma de la serie de Fourier de la función f 
respecto al sistema ortogonal (q,). Además, los coeficientes Cn, 
es decir, los coeficientes de Fourier de la función f respecto al 
sistema (q), se definen mediante las fórmulas 


ar foca 
(on IP =$ 95 (0 du). 
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En este parágrafo consideraremos algunos ejemplos de mayor 
importancia de sistemas ortogonales en el espacio L, y los de- 
sarrollos que les corresponden. 


1°. Sistema trigonométrico. Serie trigonométrica de Fourier. 
Consideremos el espacio L,(—a, 1) de funciones de cuadrado 
integrable en el segmento [—a1, 1] con la medida de Lebesgue 
habitual en este segmento. En este espacio las funciones 


{cosnx, sennx} (n=0, 1, 2, ...) (1) 
forman un sistema completo ortogonal, llamado sistema trigono- 


métrico. La ortogonalidad de este sistema' se comprueba fácil: 
mente mediante el cálculo directo; por ejemplo, para nm 


z 
į [cos Hk+ cos + y 


a 
f cos nx cos mx dx 


Ar 


etc. La complitud del sistema (1) se desprende del teorema de 
Weierstrass sobre la aproximación de cualquier función periódica 
continua mediante polinomios trigonométricos ”. El sistema (1) 
no es normal. El sistema normai correspondiente está compuesto 
por las funciones 


1 m ma (1,9 
PE PES FE An 
Sea f una función de L,(—x, n); sus coeficientes de Fourier. 
correspondientes a las funciones 1, cos nx y sen nx, se acostumbra 
designar con E2 Gn Y bẹ Por lo tanto, de acuerdo con las 
fórmulas generales para los coeficientes de Fourier, tenemos 


ak 


ps 
Y Fax, es decir, a,= 
ps 


1 


ES 


a=+ È Flo cosnxde, b, 


Y Fo) sen nx dx. 


» En el $ 2 del cap. IX demostraremos el teorema de Fejér que consti- 
tuye una generalización del teorema de Weierstrass. Con ello daremos una 
demostración de la complitud del sistema trigonométrico (demostración que 
no se basa, claro está, en los resultados que aquí exponemos). 
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La serie correspondiente de Fourier es 


ES E Š 
24) 0, cos nx Eb, sen nx 


an 


y cualquiera que sea FEL, converge cuadráticamente hacia esta 
función. Si 


Sa =F + $) ascos kx + by sen kx 
a 


es la suma parcial de la serie de Fourier, la desviación cuadrá- 
tica entre S, y f puede ser encontrada mediante la fórmula 


há E 
11469 —S, (0 12 =IFP—a E +2 ata) . 
=1 
Entre todos los polinomios trigonométricos 
n 
Ta (0) =P +] 07 cos kx- Ba sen lex 
a 


conn fijo la suma parcial S, de la serie de Fourier es la que 
mejor aproxima (en la métrica de L,) la función f. Para el sis- 
tema trigonométrico la desigualdad de Bessel da 

a 


SS 


Azi == 


Como el sistema trigonométrico es completo, para cualquier fun- 
ción de L, tiene lugar, de hecho, la igualdad de Parseval 


a 2 
Dar | Podr 
nl Ta 
Para cualquier función f €L, los cuadrados de sus coeficientes de 
Fourier forman una serie convergente. Viceversa, si los números 
io An» ba (n=1, 2, ...) son tales que la serie )) az -+-b3 converge, 
a serie 


LY a, COS 1x-+ b, sen nx 
žal 


también converge (en L,) y su suma es una función para la 
cual a,, a, y bẹ, son sus coeficientes de Fourier. 
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Todo lo que se acaba de exponer para funciones definidas en 
el segmento [—a, 1], se extiende fácilmente a funciones defini- 
das en un segmento de longitud arbitraria, digamos en [— £, (]. 
Si f es una función de cuadrado integrable en [—/, 1], la susti- 


tución x=", es decir, t=E, convierte f(£) en la función 


qe to= 4h en el segmento [—a, a]. 
De acuerdo con esto 


1 
T 


i 
a $ Host at 


1 
.=+ $ TO senat. 
ES 


La serie de Fourier para una función f definida en un segmento 
de longitud 2X es 


y EJ 
24) a, cos senta. 
E] 


Observaciones 1. La teoría de series trigonométricas fue ela- 
borada, en gran medida, en las obras de J. Fourier, matemático 
francés, relacionadas con sus investigaciones en la Física Mate- 
mática y, en primer término, en la teoría de propagación del 
calor. No obstante, las fórmulas para los coeficientes a, y bu 
aparecen ya en los trabajos de Euler. Inicialmente los términos 
«serie de Fourier», «coeficientes de Fourier», etc., se relacionaban 
precisamente con el sistema trigonométrico ortogonal y solamente 
mucho más tarde empezaron a usarse en ese sentido general en 
el que los hemos empleado en el $ 4 del cap. III (esto es, para 
un sistema ortogonal arbitrario en un espacio euclideo cualquiera). 

2. De la complitud del sistema trigonométrico y de los teo- 
remas generales demostrados en el $ 4 del cap. 111 se desprende 
que cualquiera que sea FE L, su serie de Fourier 


PHE arcos + basen nx 
converge en media hacia la función dada f. Pero, desde el punto 
de vista de los problemas concretos del Análisis es importante 
encontrar las condiciones en que esta serie converge hacia f en 
otros sentidos, digamos en cada punto o uniformemente. Estas 
cuestiones serán consideradas en el capítulo siguiente. 
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_ 2°. Sistemas trigonométricos en el segmento [0, x}. Las fun- 
ciones 
1, COS x, COS2x, ... (2) 
y 
senx, sen2x,... (3) 
forman en su conjunto un sistema ortogonal completo en el seg- 
mento [—x, zj. Probemos que cada uno de los sistemas (2) y 
(3) es ortogonal y completo en el segmento [0, x]. La ortogona- 
lidad se comprueba mediante el cálculo directo. Demostremos la 
complitud del sistema (2). Sea f una función de cuadrado inte- 
grable en [0, xn]. Definámosla en el segmento [—x1, 0], tomando 


[== 
y desarrollémosla en serie de Fourier respecto al sistema 
1, cosnx, sennx (n=1, 2, ...). 


Como la función f, definida ahora en [—a, a1], es par, todos sus 
coeficientes en los senos son iguales a cero; esto se ve inmedia- 
tamente de las fórmulas para los coeficientes: para una función 
par f y n>1 tenemos 
x o 5 
$ Fac) sen nxdx = $ f(x) sen ne dx + Í f (x) sen nx dx =~ 

Jn ò 


a 


a a 
=— | fesen nx dr + | 1 (1) sen nx de =0. 
è 
En otras palabras, esta función puede ser aproximada en media 
en [—a, a] (y con mayor razón en [0, :1)), con precisión arbi- 
traria, mediante combinaciones lineales de los elementos del sis- 
tema (2). De aquí se deduce la complitud del sistema (2). La 
complitud en fe. n) del sistema (3) se demuestra análogamente, 
prolongando al semisegmento [— 7, 0] la función f(x), definida 
en [0, x], mediante la fórmula 
=y==H. 
La función obtenida de esta forma es impar en [—a, 1] 
y se desarrolla en este segmento en serie solamente respecto a 
los senos. 

3", Forma compleja de la serie de Fourier. La serie trigono- 
métrica de Fourier de una función f en el segmento [— 7, 11] 
puede ser representada en una forma más compacta, si se emplean 
las fórmulas de Euler 


elus pentax einx eins 
pg E a 


cos nx = , snnx= 
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Colocando estas expresiones en la serie de Fourier, tenemos 
4 Ya, cosnrtb,senne= 24 


i +È (o (a, cd io E 


=p tte 


| atiba mima m p3 ceins, 


¿e 


donde c=% y para n>1 


(4) 


La expresión 


een 


na 


se llama serie trigonométrica de Fourier en forma compleja. Los 
coeficientes c, de esta serie se expresan por las fórmulas (4) a 
través de a, y b,; sin embargo, es fácil obtener unas fórmulas 
mara poder 'calcularlos directamente. En efecto, el cálculo inme- 
iato da 


| 0 para nm, 


Y ide a para nam 


Luego, multiplicando la igualdad 
Fw) e 2, een (5) 


por e-imx(m=0, +1, +2, ...) e integrándola, obtenemos 


fio e-ins de 200, 


es decir, 


P 
ca |fe tde (m=0, +l, +2, -. (6) 
ES 


El desarrollo (5) subsiste para las funciones complejas de 
cuadrado integrable en el segmento (—a, 1]. En otras palabras, 
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las funciones e'* constituyen una base del espacio L,[—a, n 
de funciones complejas con el cuadrado integrable del valor abso- 
luto en [—x, x}. Además, las expresiones (6) representan los 
productos escalares de f por el** en este espacio complejo. 


S, 
Está claro que, sustituyendo e%* por e T , todo lo expuesto 
puede ser extendido al espacio L,(—l, 1) de funciones complejas 
en un segmento de longitud arbitraria 21. 


4%. Polinomios de Legendre. Las combinaciones lineales de 
las funciones 
Dis (7) 


constituyen el conjunto de polinomios. Luego, el sistema (7) 
es completo en el espacio L, de funciones en un segmento”. 
Ortogonalizando el sistema (7) en el segmento [—1, 1], es decir, 


respecto al producto escalar 
1 


t, a= |f g) dx, 


= 
obtenemos un sistema ortogonal completo 
Qula) Qu), Q), -... 
donde Q, es un polinomio de grado n. Probemos que cada uno 
de los polinomios que se obtienen al ortogonalizar el sistema (7) 
coincide, salvo un factor constante, con el polinomio 
de 

Pa) = 5 0—1)". 

Probemos que el sistema (P,) es ortogonal. Sea n>m. Como 


ar 2—1)" pe 
Ze-iyr|__=0 


de 
Lei" 
al Ú *=1 


para todos los k=0, 1, . —1, obtenemos, integrando por 


Partes, 
$ Po (2) Pa (ode 
> 


e A e 


1 
quen 


ce =(—1) | gralt 1)" (*—1)"dx. (8) 


2 La complitud del sistema de polinomios en el espacio La (a, b] de 
funciones de cuadrado integrable en un segmento cualquiera [a, b] se des- 
prende del teorema de Weierstrass sobre la aproximación uniforme de cual- 
quier función continua en un segmento mediante polinomios. Véase el final 

jel $ 2 del capítulo IX. 


$ 3. SISTEMAS ORTOGONALES DE FUNCIONES EN Ly 439 


Si m<n, bajo el signo de la última integral figura el cero 
idéntico y de aquí se desprende la ortogonalidad del sistema 
fe Además, está claro que el polinomio P, es de grado n, es 

lecir, todo P, se encuentra en el subespacio generado por los 
n-+1 primeros elementos del sistema (7). Luego, tanto el sistema 
(P,), como el sistema (Q,), poseen las propiedades siguientes: 

Y) ortogonalidad, 

2) el n-ésimo elemento del sistema pertenece al subespacio 
generado por los elementos 1, x, ..., x%t 

Pero cada elemento del sistema queda determinado por estas 
propiedades univocamente, salvo un factor constante (teorema 1 
del $ 4 del cap. II). 

En el caso m=n la igualdad (8) lleva al resultado siguiente 


Prode [iaie de= 


Ñ 
=m) [yd PERA. 
ži 
En otras palabras, la norma del polinomio P, es igual a 
may 
Vai 
Por lo tanto, el sistema de polinomios 
vai 
mey? Pm 


además de ser ortogonal, es también normal. 
En lugar de estos polinomios normalizados suelen conside» 


rarse los polinomios definidos por la fórmula 
1 de 
LA ga e 


llamados polinomios de Legendre. De los cálculos realizados se 
deduce que 


p O para naem, 


Sta 2 para HN 


Señalemos en forma explicita los cinco primeros polinomios 
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de Legendre: 


Lob)=1, Li()=x, Lal)= 4, 
Liy=3"—hx Lfe 


El desarrollo de una función f en el segmento [—1, 1] res- 
pecto a los polinomios de Legendre es de la forma 


TO= E catala, 
donde 


i 
22 (160 Lp(a) dr. 
Es 


5”. Sistemas ortogonales en productos. Series múltiples de 
Fourier. Sean definidas en los conjuntos X’ y X” las medi- 
das w y p”. Designemos mediante L; y L% los espacios corres- 
pondientes de funciones de cuadrado integrable. Consideremos 
en el producto 

X=XxX" 
la medida 

=p xp". 
Designemos mediante L, el espacio correspondiente de funciones 
de cuadrado integrable. Interpretaremos las funciones de L, como 
funciones de dos variables. 


TEOREMA 1. Si {Pa} y fa) son sistemas ortonormales de L; y Ly, 
respectivamente, el sistema de todos los productos 


Ían (Xy Y) = Ga (2) a (Y) 
es un sistema ortonormal completo de L,. 


La demostración de ortonormalidad es muy sencilla: 


1- Fanta [ento Suv) ar = 


2. Si mm, tenemos 


f Íma (o Y) Fa (X. Y dp = 


sfhw 0 ES 
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3. Si m=m,, pero n=n,, tenemos 


fim C V) ma (es de= 
f añ (Sw (0) a, (0) de) dp = 0. 
è > 


Probemos la complitud del sistema {fan}. Supongamos que 
a L, existe una función f ortogonal a todas las funciones fmn- 
omemos 


Enty)= $ FE D) gala. 
p 
En este caso, cualquiera que sea n, 
fe 10) mind 76 D) fan, rd =0. 


Debido a la complitud del sistema /1,), de aquí se desprende que 
Fn(y)=0 


para casi todo y. Luego, para casi todo y tienen lugar las igual- 
ades 


fie Dal) d =0 


cualquiera que sea m. Debido a la complitud del sistema (q), 
obtenemos de aquí que para casi todo y el conjunto de aquellos 
x en los que 


Hr yo 
es de medida nula. En virtud del teorema de Fubini, esto sig- 
nifica que la función f(x, y) es igual a O en casi todo el X. El 
teorema queda demostrado. 

Apiiquemos este teorema a algunos sistemas ortogonales con- 
cretos. En el espacio de funciones de cuadrado integrable de dos 
variables 

Fe D asm aK) 
constituyen un sistema ortogonal completo los productos de dos 
en dos de los elementos de los sistemas: 


1, cos mx, senmx (m=1, 2, ...) 


1, cosny, senny (n=1,2,...), 
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es decir, las funciones 
1, cos mx, sen mx, cos ny, sen ny, cos mx SeN ny, 
COS MXCOS NY, Sen mx sen ny, sen mx COS ny. 
La expresión de la serie correspondiente de Fourier es, en cierto 
grado, voluminosa y por eso conviene recurrir aquí a las fun- 
ciones exponenciales de argumento imaginario, esto es, a las 
funciones 


¿ima „giny 


A esta base corresponde la serie de Fourier 


man (n, m=0, +1, +2, ...). 


n= È Cea, 


donde 


an 
Cm=ia h A y) ema” dx dy. 
lin 
Empleando los polinomios de Legendre, podemos obtener en el 
espacio de funciones, definidas en el cuadrado 
=I <<], —1<y<!, 
un sistema ortonormal completo (compuesto por los polinomios 


Vm ngi) de 


m d" j". 
Qan (t, Y) = ian nr ga e DY ga a D 
Todo lo expuesto se extiende, de manera obvia, a las funciones 


de varias variables. En particular, la serie trigonométrica de 
Fourier para una función de k variables es 


Hp A) = 3 Canais 1 Mt, 
nnes mman 


donde 


z fto Lens elann de, dap 


6°. Polinomios ortogonales respecto a un núcleo dado. Hemos 
llegado a los polinomios de Legendre ortogonalizando las fun- 


ciones 
ir E (9) 


respecto al producto escalar 


frog 
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correspondiente a la medida habitual de Lebesgue en el seg- 
mento [—1, 1]. Si se define en este segmento otra medida p, 
satisfaciendo la condición de que las funciones (9) sean lineal- 
mente independientes en el espacio correspondiente, obtendre- 
mos, aplicando al sistema (9) el proceso de ortogonalización, 
un sistema de polinomios {P„} que depende, en general, de la 
selección de la medida u. Supongamos que la medida p (E£) está 
definida para los subconjuntos medibles del segmento [—1, 1] 
mediante la fórmula 


p(E)= | 800 dx, (10) 
È 


donde g es una función sumable no negativa fija. En este caso, 
la condición de ortonormalidad 


L para m=n, 


(Pa Pp) = f 
O para mn, 


es de la forma 


WAATI A 


10 para mæn. w 
La función g, que define la medida (10), es llamada núcleo o 
función de peso. Por esto, los polinomios que verifican la con- 
dición (11) se dicen ortogonales respecto al núcleo g. La selec- 
ción de uno u otro núcleo lieva a diferentes sistemas de polino- 
mios. En particular, tomando 


obtendremos unos polinomios que coinciden, salvo un coeficiente 
constante, con los así llamados polinomios de Chébisheo que se 
definen mediante la fórmula 


T,(x)=cosnarccosx (n=1, 2, ...) 
y desempeñan un papel importante en diferentes problemas de 


interpolación. 
La ortogonalidad de estos polinomios respecto al núcleo 


E z se comprueba fácilmente. En efecto, tomando 
= 


050, dx=—sen8d0, V1—x*=senU, 
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encontramos 


y , 
TalO TH dr cosmOcosatd0 8.40 Pra" 
a para nm. 


Vie 


a 


7”. Base ortogonal en el espacio L,(— œ, 00). Funciones de 
Hermite. En lo que precede hemos considerado diferentes sistemas 
ortogonales completos en un segmento, esto es, en un conjunto 
de medida finita. Consideremos ahora el caso de medida infinita 
y concretamente el espacio L, (— oo, 00) de funciones de cuadrado 
integrable en toda la recta numérica. Un sistema ortogonal de 
funciones de este espacio no se puede construir ni a partir de 
polinomios ni a partir de funciones trigonométricas, ya que todas 
estas funciones no pertenecen al espacio L,(— co, co). Los «mate- 
riales» para construir una base en L,(— co, œ) hay que buscar- 
los entre las funciones que decrecen suficientemente rápido en el 
infinito. Probemos que se puede obtener un sistema ortogonal 
completo en L,(— ooo, co) ortogonalizando la sucesión 


we T (n=0,1,2,...) 


En efecto, toda función de tipo P (x)e-*"2, donde P es un poli- 
nomio, pertenece, evidentemente, a L,(— o0, œ). Además, el 
conjunto de estas funciones es siempre denso en L,(—o0, 00) 
(esto será demostrado en el $ 4 del capítulo IX). 

Aplicando a las funciones x”e=*/* el proceso de ortogonaliza- 
ción, obtenemos el sistema de funciones de tipo 


Paix) = H, (x)e=*"2 (n=0, 1, 2, ...), 


donde H, es un polinomio de grado n. Estos polinomios se llaman 
polinomios de Hermite y las propias funciones q, se llaman 
funciones de Hermite. Es fácil mostrar que los polinomios de Her- 
mite coinciden, salvo un coeficiente constante, con los polino- 
mios 
H= iye EZ. 

En efecto, el polinomio Hz es, evidentemente, de grado n. La 
relación de ortogonalidad 


$ Hii) Ha(x)e-*de=0 (nm) 
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puede ser comprobada directamente integrando por partes. Pero, 
debido al corolario del teorema sobre la ortogonalización, existe, 
salvo un coeficiente constante, solamente un sistema de funciones 
ortogonales de tipo P,(x)e=*/2, donde P, es un polinomio de 
grado n. 

El resultado obtenido puede ser interpretado también de la 
siguiente forma. Consideremos en la recta la medida p de densi- 
dad e=", esto es, tal que 


du =e-" dx. 


Esta es una medida finita en la recta. En el espacio de funcio- 
nes de cuadrado integrable respecto a esta medida en la recta el 
producto escalar tiene la forma 

U a= | Hoge dx 
y los polinomios de Hermite forman en este espacio un sistema 
ortogonal, 

onsideremos también el espacio L,(O, o0) de funciones de 
cuadrado integrable en la semirrecta. Tomando en este espacio el 
sistema de funciones 

xex 
y aplicando a éste el proceso de ortogonalización, obtenemos el 
sistema de funciones 
Lalxjen* 
llamadas funciones de Laguerre. 

Los polinomios correspondientes L, se llaman polinomios de 
Laguerre. Los polinomios de Laguerre pueden ser considerados 
como una base ortogonal en el espacio de funciones de cuadrado 
integrable en la semirrecta (0, 00) con la medida 


du =e-*dx 


en esta semirrecta. En el $ 4 del cap. IX demostraremos que el 
sistema de funciones de Laguerre es completo en L,(0, 00). 


8”. Polinomios ortogonales respecto a un núcleo discreto, Supon- 
gamos que a n+) puntos diferentes x, X, .--» X, de la recta 
real se les han prescrito, a título de núcleo, unos números posi- 
tivos Py, Pu -.-» Pa Y que la medida p está definida por 


1(E)= EP 
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es decir, la medida p (E) es igual a la suma de los núcleos de 
los puntos x, pertenecientes a E. En esta «medida degenerada» 
todo conjunto £ que no contiene puntos xy(k=0, 1, ..., n) es 
de medida O. Luego, la integral de una función f en toda la 
recta real es igual a 


Venda $ ma. 


Es obvio que las funciones f y g serán equivalentes respecto a la 
medida p cuando 


Fa) =8 (xp) 


en lodos los puntos Xy Xy» +-., Xa Y solamente en este caso. 
Para este caso degenerado el problema sobre la mejor aproxima- 
ción en el sentido de la distancia de L, se reduce a buscar las 
sumas 


Cabo F ePi A Capa T -+ i Cnn 


que ofrecen el minimo a la expresión 
" A 
Eolo $ coo] 3 


es decir, al problema de «interpolación por el método de cua- 
drados mínimos». 

Chébishev fue el primero en desarrollar, partiendo del pro- 
blema de interpolación por el método de cuadrados minimos 
mediante polinomios 


O H... Ca X" 


de un grado dado m, la teoría de polinomios ortogonales. 

Para exponer los resultados de Chébishev, relacionados a 
este problema, observemos que respecto a nuestra medida p el 
sistema 


lt t, o 


es linealmente independiente ya que el producto escalar (x”, x*) 
viene dado por la fórmula 


Qr, dE Pax (12) 
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y el determinante de Gram del sistema (12) es (las sumas son 
respecto a k desde O hasta n): 
YA Borr Bort - Dort 
Dr rd Dd Bopa” 


Vo Vr 
Vez VP 


EE 


Al contrario, para z >n las potencias x” dependen linealmente 
de las funciones del Sistema (12) ya que L, es, en nuestro caso, 
de dimensión a +1. Por lo tanto, el proceso de ortogonalización 
llevará a un sistema finito de polinomios 


Por Pis o-er Pu 
ortonormales en el sentido de que 


$ nP, d Pad, 
y cada función f se desarrollará en una serie finita 
i~ $ oP, 
e= Š, rP, i 
En los puntos x, se cumplen las desigualdades 


Ho9= $ cP, (k=0, 1, ..., n) 


donde 
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es decir, la suma de la serie es simplemente el polinomio de 
interpolación de Lagrange. Las sumas incompletas 


Qa= $ cP, (m1) 


son polinomios de grado m que mejor aproximan ĵ en los puntos 
Xx, en el sentido de que la expresión 


Ša ene 


es menor para Q„ que para cualquier otro polinomio del mismo 
grado m. 


CAPITULO 
IX 


SERIES TRIGONOMETRICAS. 
TRANSFORMACION DE FOURIER 


$ 1. CONDICIONES DE CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER 


1°. Condiciones suficientes de convergencia de la serie de 
Fourier en un punto. Consideremos de nuevo el espacio L, (—x1, n] 
de funciones de cuadrado sumable en el segmento [—x, 1]. Como 
se ha demostrado en el cap. VIII, es un espacio euclideo com- 
pleto de dimensiones infinitas, esto es, un espacio de Hilbert. 
Las funciones 


1, cosnx, sennx (n= 1,2, ...) (1) 


forman en él un sistema ortogonal completo, de manera que 
para toda función FEL,[—x, 11] la serie de Fourier 


(2) 


donde 


a= f Fs)cosnxdx, b, LÈ fo sennxds, (3) 


converge hacia f cuadráticamente, es decir, en la métrica del 
espacio L,[—m, a]. Sin embargo, desde el punto de vista de 
aplicación de las series de Fourier a los problemas de la Física 

atemática y a otras cuestiones, es importante determinar las 
condiciones en las que se puede garantizar no sólo la convergencia 
media de la serie de Fourier hacia f, sino también la convergencia 
en un punto dado, en todos los puntos o, incluso, uniforme. 
Determinaremos ahora las condiciones suficientes para la conver- 
gencia de la serie trigonométrica en un punto dado. Hagamos 
unas observaciones preliminares. 


15 ys 2150 
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Ante todo, en vez de hablar de funciones definidas en el 
segmento [—«, 1], podemos hablar de funciones periódicas de 
período 21 en toda la recta, ya que cualquier función definida 
en un segmento puede ser prolongada periódicamente. Observe- 
mos, además, que, por ser acotadas las funciones que constituyen 
el sistema trigonométrico, las fórmulas (3), que definen los coeñi- 
cientes de Fourier respecto a este sistema, tienen sentido para 
cualquier función sumable" (y no sólo para las funciones de cuadrado 
sumable). Luego, a toda función fE L, [—a, 11] corresponde el 
conjunto de sus coeficientes de Fourier y su serie de Fourier 


> 
16) 24 Y, a, cos nx-+b, sen nx. 
E 


Pasemos ahora a examinar el problema acerca de la conver- 
gencia de esta serie en un punto dado x hacia el valor de la 
función f en ese punto. Tomemos 


n 
SL) =F Y) 0,005 kx+b, sen kx. a) 

Kai 
Transformemos primeramente S„(x) sustituyendo en (4) los coe- 


ficientes a, y b, por sus expresiones integrales (3). Designando 
la variable de integración con £ obtendremos 


A a 
2 [ro [+ $, entrenar sentson at} at= 
El 2 


=3f wf cosku—a)| dl. 


Empleando la fórmula bien conocida ® 


Sala) 


Jt cosu-+cos2u +... -+ cos nu = 6) 


u 
2sen 3 


Y En este caso, claro está, no hacemos ninguna alírmación acerca de 
la convergencia de la serie (2) para una función sumable cualquiera. 
Para obtener esta fórmula basta sumar las igualdades 


“._1 u 
segage 

3u u 
sen 3g — sen -g= cos 4-2 sen F» 


2m+1 2n—1 u 
sen A u— sen T u= cos au -2 sen F- 
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encontramos 


Ln 
sost 12d (6) 
ia 2 a 


Tomemos £—x=z. Teniendo en cuenta que bajo el signo de 
la: integral (6) figura una función periódica de período 2m, de 
manera que su integral en: cualquier segmento de lontitud 2% 
tiene el mismo valor, -podemos conservar, al realizar la integra- 
ción respecto a z, los mismos extremos —x y m. Tendremos 


S, 1 i E ce F 
ah) =- AZ OR 


sen + 
7 


La función 
se pl y 


Da ð= z 


7 


es llamada núcleo de Dirichlet. De la igualdad (5) se desprende 
inmediatamente que cualquiera que sea n 


z 
Í D,(2dz=1. 
ES 
Empleando este resultado, podemos representar la diferencia 
Sn 60) —f(x) en la forma 


2am+t 
sen Ela 
Fetai ——dz. (7) 
se 


E 


aasi 


SO 


a 
De esta forma, hemos reducido el problema de la convergencia 
de S,(x) hacia f(x) al problema`de la convergencia de la in- 
tegral (7) hacia el cero. El estudio de esta integral se basa en 
el lema siguiente. 


Lema. Si q es una función sumable en el segmento [a, b), entonces 
è 
lim | g(x)sen pxdx=0. 
seng 


yy 
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DEMOSTRACION. Si «p es una función continua diferenciable, tene- 
mos, integrando por partes, (para p— o0) 


e j 
fosen pra 09 SE e 9 0. (8) 


Sea ahora ọ una función sumable arbitraria en [a, b]. Como las 
funciones continuamente diferenciables (incluso solamente los 
polinomios) son siempre densas en £, [a, b], cualquiera que sea 
£>0 existe una función continuamente diferenciable q, tal que 


» 
$19 6)—=0.69] dx <$- 19) 


Tenemos 


b, 
fo (x) sen px dx 


a 


f 
<| [9 (+) q. (x)] sen prasl 
s b 


Ea f q. (x) sen px dx 


Aquí el primer sumando del miembro derecho es menor que $, en 


virtud de (9), y el segundo sumando tiende a cero para p-— o0, 
debido a (8). El lema queda demostrado. 

Es fácil demostrar ahora el siguiente criterio suficiente de 
convergencia de la serie de Fourier. 


TEOREMA 1. Si f es una función sumable y para x fijo existe la 
integral 


4 
rt 
E (10) 


para algún valor de 6>0, las sumas parciales S, de la serie 
de Fourier de la función f convergen en este punto x hacia f(x). 
DEMOSTRACION. La integral (7) se puede escribir en la forma 
a 
5 Hatot 2 sen El a de. an 


E Zeni 2 
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Si la función 
tetat) 
g 


es integrable (respecto a z) entre—ô y ô, también es integrable 
en todo el segmento (—n, a] (ya que FEL, [—m, 1). Luego, 
es integrable también la función 


letate), z 
# 2sen g 


por lo tanto, se puede aplicar a la integral (11) el lema'demos- 
trado, obteniendo así que esta integral converge: a cero -parà 
n-— œ. El teorema queda demostrado. 


Observación 1. La condición de la existencia de la integral 
(10) es conocida como condición de Dini. Ella se cumple, en 
particular, cuando la función f tiene en el punto dado x derivada 
finita o, por lo menos, derivada a la izquierda o a la derecha. 

Los razonamientos realizados al demostrar el teorema 1 son 
válidos asimismo, si, en vez de la condición de Dini, se exige 
la existencia de las dos integrales siguientes: 


ds y EA (12) 
$ 


donde f(x—0) y f(x-+0) son los limites a la izquerda y a la 
derecha, respectivamente, de la función f en el punto x (se 
supone que x es un punto de discontinuidad de primera especie 
para f). En electo, considerando la diferencia 


S (a) LEHO, 


que puede ser representada en la forma 


o 
sen 


sh erario t Et u 
2 sen 


j se 
+z | [Ha+2—F(x40)] 


15% 2150 


eos que si existen as integrales 12. esta erro tiende a 
lore ac piee iat 
Se aree en ls ccoo e Aoi, a 

ia qu) as ina, Jl ts e pt e me 
ame diendo de prira py pocas 
Tu e a Forin nte ea pu 4 ue maa 
es igual a 4) en os pentos de continuidad y a DEE FI O 
ls pumos de coito, 

dra e. EV ns de Diet D(A), que fa dee 
poco pao! oa! uc: en, 6 o 
hoc e pio 10 ri E a 
O Tendre ati Sara en que pora una Jn 


yucateco en un punto dado a condición de Din, «l aparte 
a para anae en e iniaa 


[jeran 


renente o a una pura vecindad del punto cas 
mens tienden a Jara nyae. Se potle dei qlo 
slats de pisada D erman una kacigi encata que 
Eenveee denimet Pc le bducción anal aonana e M 
Sanes que puedan sr ares en erie de Fiel 
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Está claro que la sucesión (D,) no converge hacia ningún límite 
en el sentido habitual de conve icia de funciones y es por esto 
que no hemos podido aplicar al estudio de la integral (7) los 
teoremas típicos sobre el paso al límite bajo el signo de la integral. 

Observación 3. La condición de Dini que garántiza la conver- 
gencia de la serie de Fourier puede ser sustituida por otras con- 
diciones; pero, no puede ser simplemente omitida en el teorema 1. En 
efecto, incluso entre las funciones continuas existen funciones tales 
que su serie de Fourier diverge. en, algunos puntos. El 
funciones sumables existen tales que la serie correspon ie 
Fourier diverge en todo punto, (A. N. Kolmogórov). Ya en 1915 
N. N. Luzin planteó el problema siguiente: ¿existen en L, fi 
ciones cuya serie de Fourier diverge en un conjunto de medida 
positiva? Como lo ha demostrado Carleson (en 1966) tales fun- 
ciones no existen. 

La existencia de funciones continuas para las cuales la serie 
correspondiente de Fourier no converge en todo punto se desprende 
fácilmente de los teoremas generales sobre la convergencia débil 
de funcionales. Observemos, ante todo, que 

$ 1D,(2)| dz 00 para n— o. (13) 
3 

Efectivamente, el numerador de la fracción 
241 
a 


, 
[sen 


1D,(2)1 T 
ansen | 
es igual a 1 en los puntos en los que 


n+) fica 


A (E+3)m k=0, la... n. (14) 


Construyamos alrededor de cada uno de los puntos z, defini- 
dos por la condición (14), el intervalo 


ES (15) 


La longitud, de cada uno de cestos intervalos es, evidentemente, 
igual a zari En cada uno de estos intervalos, [sen 222] 


1 k A 
es no menor que 7. Estimemos la magnitud de sengen estos 
mismos intervalos. Tenemos 


(E A 


a] 
1 
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Luego, la integral de |D,(2)], tomada sólo respecto a los in- 
tervalos definidos por la condición (15), es mayor que la suma 


ipi æ „iy í 
z)? GT aj ENET 
0 apta m 
Esta suma tiende a œo para n— œ. De aqui se deduce (13). 
La relación (13) significa que las normas de las funciones D, no 
están acotadas en su conjunto en el espacio de funciones conti- 
nuas. Pero, entonces, en virtud del teorema sobre la convergencia 
débil de funcionales, esta sucesión no puede converger débilmente 
en el espacio de funciones continuas, esto es, existe una función 
continua f para la cual no existe 


lim $ D,()F (ds. 
kefi 


2”. Condiciones de convergencia uniforme de la serie de Fou- 
rier. Hemos encontrado las condiciones suficientes para que la 
serie de Fourier de una función f converge en todo punto. La 
clase de funciones que satisfacen estas condiciones es muy ampli: 
incluso ła condición de continuidad de la función no es necesaria 
para poderla representar como la suma de una serie trigonomé- 
trica que converja en todo punto. La situación resulta distinta, 
si nos interesamos por las condiciones de la convergencia uniforme 
de la serie de Fourier. Está claro que si la función Fx) tiene al 
menos una discontinuidad, su serie de Fourier no puede conver- 
E uniformemente hacia ella ya que la suma de una serie uni- 
lormemente convergente de funciones continuas es siempre una 
función continua. Luego, la continuidad es una condición necesaria 
(pero, no suficiente, por supuesto) para la convergencia uniforme 
de la serie de Fourier. 

El teorema siguiente ofrece una condición suficiente sencilla 
para que la serie de Fourier converja uniformemente. 


TEORBMA 2. Sí una función f de periodo 27 es absolutamente 
continua y la derivada de f pertenece a L.(—a, x), la serie de 
Fourier de la función f converge hacia f uniformemente en toda 
la recta. 


Demostracion. Designemos mediante a, y b} los coeficientes de 
Fourier de la función f'. Como f es absolutamente continua, se 
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puede aplicar a la integral 
a=h $ Ft9cosnxdx 
ES 
la fórmula de integración por partes. Obtenemos 
a=} $ tx) cosnzdr= 
e 


a ds 
— |r O sennedr =— 
Se 


y análogamente 


b= | 1) sennrda= t. 
Luego, A 
Èa El Les (16) 
La serie numérica 
[l+ Ža (17) 


es, evidentemente, una mayorante para la serie de Fourier de la 
función f. De (16) se desprende que la serie (17) converge”. 
Entonces, por el criterio de Weierstrass, la serie de Fourier de 
la función f converge uniformemente. Queda por demostrar que 
la suma de esta serie es f. Sea ọ la suma de la serie de Fourier 
para la función f. En tal caso y tiene los mismos coeficientes 
de Fourier que tiene f. Como ambas funciones son continuas, de 
aquí obtenemos que f= ¢. 

La condición de convergencia uniforme de la serie de Fourier 
de una función f puede ser enunciada en una forma análoga a 
la condición de Dini, a saber: 


<hi). donde 


1 En efecto, z 


EY <æ debido a la 


desigualdad de Bessel. Análogamente para dee. 
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Si f es una función sumable acotada en un conjunto ES[—a, a] 
y la condición de Dini se cumple en E uniformemente, esto es, para 
todo e >0 existe un 8 >0 tal que 

8 
fut Mia <e 
4 Tel 
E 
simultáneamente para todos los x€ E, la serie de Fourier de la fun- 
ción f converge uniformemente en E hacia esta función. 

La demostración de este teorema se basa en el lema siguiente 
que constituye una acentuación del lema demostrado en la 
pág. 451. 

Si B es un conjunto de funciones sumables compacto en la 
métrica de L,[—x, 10), entonces, cualquiera que sea e > 0 existe 
un N=N (e) tal que 


è 
$40) sen mal <e 

a ! 

para >N (e) y para todas las [EB a la vez. 


Para demostrar el lema tomemos en B una -red finita qu 
.. + a y escojamos N de manera que 


<$. i=l, 2.. k, para A>N. 


b 
fo (1) sen dt dt 
3 


Si ahora f es una función cualquiera de B, tenemos para cierto i 
ell <E 


y» consecuentemente, 


» 
$ FU) sen Atat 


< 


è » 
Sor senrcae| + $ g—opsenatar <e 


Esto demuestra el lema. 

La aplicación de este lema a la demostración del teorema 2 
se basa en que, como es fácil de demostrar, el conjunto de fun- 
ciones 


es compacto. 
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Hasta aqui hemos hablado de funciones definidas en el seg- 
mento [—a, 1]. Está claro que todo lo expuesto puede ser ex- 
tendido automáticamente a las funciones definidas en un seg- 
mento de una longitud arbitraria 21. 

Además, también en el caso de varias variables independientes 
se pueden enunciar tanto las condiciones suficientes para la con- 
vergencia de la serie de Fourier en todo punto como las condi- 
ciones de la convergencia uniforme de la serie de Fourier. No 
vamos a detenernos en estas condiciones. 


$2. TEOREMA DE FEJÉR 


1°, Teorema de Fejér. Sea f una función continua en la recta 
de período 21. Esta función se determina unívocamente por su 
serje de Fourier 


+ Ya, cos nx--b, sen nx. (1) 
na 
En electo, si f, y f, son dos funciones continuas que tienen los 
mismos coeficientes de Fourier, entonces f,—f, es una función 
continua igual a cero en casi todo punto, es decir, idénticamente 
igual a cero. Sin embargo, como la serie de Fourier de una fun- 
ción continua no es necesariamente convergente, no podemos 
obtener la función f sumando directamente su serie de Fourier. 
Un método de reconstrucción de una función continua a partir 
de su serie de Fourier ofrece el teorema que damos a continua- 
ción, demostrado por Fejér en 1905. 
ea 


S-i 


¿+ Bacos ¡x= b,sen jx (2 
2 


la suma parcial de la serie de Fourier de la función f. Tomemos 
Sot Sa (0) 


o,(x)= a., (3 


Las medias aritméticas o, de las sumas S, se llaman sumas de 
Fejér de la función f. 


Teorema 1 (Fejér). Si f es una función continua de período 2 
la sucesión {o} de sus sumas de Fejér converge hacia f uni- 
Jormemente en toda la recta numérica. 


DEMOSTRACION. Empleemos la representación integral (6), obtenida 
en el parágrafo anterior para las sumas parciales de la serie de 
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Fourier, 


(=x) 
——=— t. 


Introduciendo estas expresiones en la igualdad (3), obtenemos la 
siguiente expresión para 0, (x): 


que mediante la fórmula » 
sen? nu 
2 sen (2k J- 1) u E 


puede ser reducida a la forma 


(4) 


La expresión 


(5) 


es el así llamado núcleo de Fejér. Tomando t—x=z y teniendo 
en cuenta que el valor de la integral de una función periódica 
en un segmento de longitud igual al período es siempre el mis- 
mo, podemos escribir (4) en la forma 

x 


o) = $ Fæ) O, (2) dz. (6) 


-à 


Debemos demostrar que para n—oo esta expresión converge 
uniformemente hacia f (x). Señalemos primeramente las propiedades 


d Esta fórmula se obtiene fácilmente sumando respecto a k las igual- 
dades 2 sen (2% + 1) u-sen u=cos 2ku— cos 2 (t+ }) u y realizando transforma- 
ciones trigonométricas elementales, 
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siguientes del núcleo de Fejér: 
1) 0,(>0, 


3) para todo a >0 fijo y n— os tenemos 


-a a 
| D, (2)dz= | ©, (2) dz= n, (8) --0. 
== è 
La primera de estas propiedades es evidente; la segunda se ob- 
tiene directamente de la igualdad (6), si tomamos f(x) ==1 y òb» 
servamos que para esta función o, (x) == | para todo n; finalmente, 
la tercera propiedad se desprende inmediatamente de que para 


P ò 
0-2<a se tiene sen $ >? y. consecuentemente, 


Tomando en consideración estas propiedades del núcleo de Fejér 
no es difícil demostrar el teorema. Como f es una función con- 
tinua y periódica, es acotada y uniformemente continua en toda 
la recta. En otras palabras, existe una constante M tal que para 
todo x 

17001 <M (mM 


y, además, para todo e >O existe un 6 >0 tal que 


ESA (8) 


siempre que 
j= | <ó. 


Para demostrar el teorema debemos estimar la diferencia 
A 
1690, 0)= |i E- 2) D, (2) de, 


-x 


que puede ser representada como suma de las tres integrales 
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siguientes: 
a 
i= Vi) 0, (2) dz, 
p 
| Fete} D, (2de, 


I= ar 


J, 


t- z)} D, (2) de. 


De (7) y (8) se obtienen directamente las estimaciones siguien- 
les: 


14,1<2Mn, (9), 
11,1 <2Mn,(5), 


sz f Ddeg. 


Escojamos ahora n, tan grande que para n>n, y un 5 dado 
se cumpla la desigualdad 


2MM, (6) < $- 
Entonces, 
PETE. 
AE a +A a 


y de aquí, debido a la arbitrariedad de e, se desprende la afir- 
inación del teorema. 

Observemos que en la demostración han sido empleadas sola- 
mente las propiedades 1), 2) y 3) del núcleo de Fejér. Esto 
permite obtener diferentes generalizaciones del teorema | (véase 
el punto 3 de este parágrafo). 


2°, Complitud del sistema trigonométrico. Teorema de Weiers- 
trass. Del teorema de Fejér se desprende la complitud del sis- 
tema de funciones trigonométricas en el espacio L¿[—x, a]. 
Efectivamente, de acuerdo con este teorema cualquier función 
continua es el límite de una sucesión de polinomios trigonomé- 
{ricos o, convergente uniformemente (y, por lo tanto, también en 
media). Como las funciones continuas son siempre densas en Le 
de aquí se deduce la complitud del sistema trigonométrico. 

El teorema de Fejér puede ser considerado como un comple- 
mento del teorema de Weierstrass sobre la aproximación de fun- 
ciones continuas mediante polinomios trigonométricos: este último 
afirma que toda función continua periódica es limite uniforme 
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de cierta sucesión de polinomios trigonométricos, mientras que 
el teorema de Fejér indica una sucesión concreta con esta pro- 
piedad, la sucesión de sumas de Fejér (3). Del teorema de Weiers- 
trass sobre la aproximación uniforme de una función continua 
periódica mediante polinomios trigonométricos se deduce fácil- 
mente el segundo teorema de Weierstrass, esto es, el teorema 
sobre la aproximación de cualquier función continua en un seg- 
mento [a, b] mediante polinomios algebraicos. En efecto, si f(x) 
es una función de este tipo, tomando t=52 
= HR d ya, obtenemos una función q (t) de £ definida en el 


segmento [0, x]. Prolonguémosla primero al semisegmento | —- n, 0], 
tomando p(—t)=p(t), y después, por periodicidad, a toda la 
recta. Construyamos ahora un polinomio trigonométrico T„ que 
verifique la condición 


IT, (0—0(0|<-3 para todo t. 


“a, es decir, x == 


Ahora bien, todo polinomio trigonométrico puede ser desarrollado 
en una serie de Taylor que converge uniformemente en cualquier 
intervalo finito. Sea P,, la suma parcial de la serie de Taylor 
para 7, tal que 


IT, (O=PA(01<G para 0<t<a. 
Entonces, 
Lp) —Pa(t)]<e para 0<t<x. 


1-4 


Ejectuando en P,,(t) la sustitución t= a, obtenemos un po- 


ba 
linomio Q,, (x) que satisface, evidentemente, la condición 


IF —Qn(x)]<e para a<x<b. 


3°, Teorema de Fejér en el caso del espacio 1,. En el teorema de Fejér 
se ha logrado alcanzar cierta simetría entre la hipótesis y la tesis del teorema, 
El hecho de que una función } pertenezca al espacio Cros m de funciones 
continuas implica que las sumas de Fejér, correspondientes 3 elia, converian 
hacia f en la métrica de ese mismo espacio C(—e, yy. Los teoremas análogos 
se pueden obtener también para otros espacios funcionales, en particular, 
para el espacio L, |—x, x). Hablando con más rigor, tiene lugar el siguiente 
teorema que es natural llamarlo teorema de Fejér para funciones sumables 

Si Fes una función sumable en el segmento [—z, 1], sus sumas de Fejér 
convergen hacia f respecto a la norma del espacio L [—%, xl. 

La demostración de este teorema se puede obtener mediante razonamientos 
próximos a los expuestos en el punto 1. No los daremos aquí pero si indi- 
caremos un resultado importante que se desprende del teorema de Fejér para 
funciones sumables: 
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Toda función sumable se determina univocamente (salvo una equivalencia) 
por sus coeficientes de Fourier. 

En efecto, sean f y g dos funciones sumables que tienen coeficientes de 
Fourier iguales. Entonces, todos los coeficientes de Fourier de la función 
I—g son iguales a 0. Luego, son iguales idénticamente a cero también 
todas les sumas de Fejér para /—g. Consecuentemente, el límite de eilas, 
La, esto es, la función f—g, es O en casi todo punto. 


$ 3. INTEGRAL DE FOURIER 


1”, Teorema fundamental. En el $ 1 se han encontrado las 
condiciones en que una función definida en un segmento finito 
(o, que es lo mismo, una función periódica en toda la recta) 
puede ser desarrollada en la serie convergente de Fourier, es decir, 
puede ser representada como superposición de ondas armónica: 
Tratemos ahora de extender este resultado a funciones no perió- 
dicas. Como veremos, bajo unas condiciones adicionales bastante 
generales, es posible obtener esta representación sólo no mediante 
una serie, sino mediante una integral, la así llamada integral 
de Fourier. 

Comencemos por unas consideraciones sugestivas formales. 
Sea f una función que en cada intervalo finito satisface las con- 
diciones que garantizan su desarrollo en la serie de Fourier. En 
otras palabras, supongamos que j es sumable en cualquier inter- 
valo finito y que verifica en todo punto la condición de Dini. 
Considerando f, digamos, en el intervalo (—l, 1), podemos escribir 
el desarrollo de esta función en la serie de Fourier: 


FoR E a costr x- basen “7 
m 


0) 
Sustituyendo aquí a, y bẹ por sus expresiones 
$ 
u=} | 10 de, a= | HO cost tal, 
E d 


obtenemos 
: =s i 
o= fra E, Sra sizes rd+ 


i 
$ fit) sen Ex sen“ tdt, 
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es decir, 


í 
tosg SiWdt+ 
4 


cost bl rsen i| di 


ad 
=3 rod ¿E OU e 


2 pal 


Completemos las suposiciones hechas respecto a la función f con 
la siguiente: esta función es absolutamente integrable en toda la 


recta, es decir, 


Y Old <o. (3) 


Pasemos en la igualdad (2) al límite para t~ œœ (por ahora de 
una manera formal). Debido a (3), el primer sumando del miembro 
derecho de la igualdad (2) tiende a cero para [- » co. El segundo 
sumando puede ser considerado como la suma integral (referida 
a todo el intervalo infinito) de la integral 


Equ 
de la función z 
F0)= | jO costed, 
ka j a 


si tomamos 2 -- Tyr Luego, el paso formal al limite 
para I — œ en (2) lleva a la igualdad 


38 


To= ha Fl) cos? (t—x)di. 0) 


Esta es precisamente la representación deseada. Designando 


aad) Fi coshidi, b=} $ Hit) send dt, 


la igualdad (4) puede ser representada en la siguiente forma aná- 
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loga a la serie de Fourier: 


16) = | (as cost sen Ax) dh. (5) 


Por ahora hemos obtenido la igualdad (4), llamada fórmula 
de Fourier, mediante el paso formal al límite. La validez de este 
paso (con las suposiciones hechas respecto a la función f) puede 
ser argumentada; sin embargo, es más simple demostrar la igualdad 
(4) directamente. Demostremos, pues, el teorema siguiente. 


TEOREMA 1. Si una función f es absolutamente integrable en toda 
la recta y verifica la condición de Dini en un punto x, tiene 
lugar la igualdad 


tosg fa Al Hi) cos A (Lx) dl. 


DEMOSTRACION. Designemos 
a e 
Jia=} fa $ FO cosh (t—x)at. (6) 
Y le 
Debemos demostrar que lin J (A) existe y es igual a f(x). Como f 


q. 

es absolutamente integrable, la integral interior en (6) converge y, 
además, uniformemente, para todos los valores de %. Por lo tanto, 
aplicando el teorema de Fubini, podemos cambiar el orden de 
integración en la integral reiterada (6). Esto nos da 


4 se 
J=} $ alos. 4 f romia 
EN LA 
Poniendo 1—x==, podemos representar esta integral en la forma 


Ja=t | peta Aa m 


Valiéndonos ahora de la conocida igualdad 
1 7 sen Az 
54 1 deel (4>0, 


Ej 
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podemos escribir la diferencia J (A)—f (x) en la forma 
Ha)—i=2 $ LEERLO sen Azdz. (8) 


Consideremos la integral del miembro derecho de esta relación 
como suma de tres componentes 


n 
Jajoi $ EERI en Az dad 
-N 


L f Htdendazd— O f Sita, 
rin iba 


a 


Como el segundo y el tercer términos del miembro derecho son 
integrales convergentes, cada uno de ellos puede ser hecho menor 
que $ si se escoge suficientemente grande el número N. Final- 
mente, el primer sumando del miembro derecho tiende (para N 
fijo) a. cero cuando A—oo (en virtud del lema del $ 1 y de la 


condición de Dini). Consecuentemente, obtenemos 
lim (J (A)—F(0))=0, 


«que es lo que se quería demostrar. 
2°. Forma compleja de la integral de Fourier. Puesto que en 


la fórmula integral de Fourier (4) la integral interior es una 
función par respecto a A, podemos escribir esta fórmula asi: 


Ho=5% $ de f Ft) cosh(t—x)dt. (9) 


Ahora bien, la integrabilidad absoluta de la función f implica 


que la integral È f(£)sen»(t—xddf exista y sea una función 
impar respecto a A. Por lo tanto, 


a f a f Hosnt—3dt=0, (10) 


si la integral respecto a } se comprende aquí en el sentido del 
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x 
valor principai, esto es, como lim Ẹ . Sumando a (9) la igualdad 
PEA 


(10) multiplicada por —i, obtenemos 


H 


=i | da | Ten, 
Esta igualdad será llamada fórmula compleja de Fourier. 


$ 4. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER, 
SUS PROPIEDADES Y SUS APLICACIONES 


1%, Transformación de Fourier y fórmula de inversión. La 
fórmula integral de Fourier puede ser transformada del modo 
siguiente. Tomemos 

gh- f Fe- dt. (d) 


Entonces 
(0-3 | eme. 9 


Notemos que la fórmula (1) tiene sentido para cualquier función 
f absolutamente integrable. Es decir, mediante la fórmula (1) 
a toda FEL, (—oo, œ) ponemos en correspondencia una función 
determinada g definida en toda la recta numérica. Esta última 
se llama transformación de Fourier de la función inicial j. La 
fórmula (2) que expresa f a través de su transformación de Fou- 
rier se llama fórmula de inversión de la transformación de Fou- 
rier. Conviene prestar atención a la semejanza que existe entre 
las fórmulas (1) y (2). La segunda difiere de la primera sólo en 


el signo de la exponente y en el coeficiente A delante de la 


integral. Podríamos alcanzar una simetría aún mayor, si hubié- 
semos tomado 


5 ¿emo r 
A ES (6) 
La fórmula de inversión tendría entonces la forma 

Ya | emera, e) 


Ho 


es decir, la diferencia consistiria sólo en el signo de la exponente. 
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Sin embargo, a pesar de la semejanza exterior de las fórmu- 
las (1) y (2), son sustancialmente distintas: en la primera, la 
integral existe en el sentido habitual (ya que f€L, (—oo, 00), 
mientras que en la segunda, sólo en el sentido del valor princi- 
pal. Además, la igualdad (1) es la definición de la función g, 
mientras que la igualdad (2), que constituye una forma de la 
fórmula integral de Fourier, contiene la afirmación de que la 
integral que figura en su miembro derecho es igual a la función 
inicial f. Como hemos visto más arriba, para que esta igualdad 
sea válida, la función f, además de ser integrable, debe verificar 
unas condiciones adicionales, digamos la condición de Dini. 

Observación. Hemos definido la transformación de Fourier g 
para toda función f de L, (—oo, co) y hemos demostrado que 
una función f, que en todo punto cumple la condición de Dini, 
puede ser expresada mediante g a través de la fórmula de inver- 
sión. La situación aquí es totalmente análoga a la que tiene 
tigar para Jas series de Fourier. En efecto, los coeficientes de 

'ourier 


= 
mek $ Hjerr=dx 
In 
están definidos para toda f€L,|—m, a); sin embargo, la con- 


vergencia de la serie de Fourier 


(que desempeña aquí el papel de la fórmula de inversión) puede 
ser garantizada solamente bajo ciertas condiciones adicionales 
(condición de Dini). Al mismo tiempo, para la transformación 
de Fourier (lo mismo que para la serie; véase el final del $ 2) 
tiene lugar el resultado siguiente: si para una función 
FEL,(—0o0, 00) se tiene 


Viera 


es f (x)=0 en casi todo punto. En efecto, observemos, en primer 
lugar, que de la igualdad anterior se desprende que para todos 
los £ y A reales es 


Vi +pendx=0. 
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Pongamos ahora r 

v= finas 
ero real fijado. Empleando el teorema de 
a la que se ha sometido la función f, es 


q (que también pertenece a L, (— c, 00) 
jón, esto es, 


satisface la misma condi 


Tome-rzar=0 


para todo 2 real. Pero, la función es, como se comprueba 
fácilmente, una función absolutamente continua en cada segmento 
finito y, por lo tanto,. tiene derivada finita en casi todo punto. 
En particular, esta función satisface en casi todo punto la con- 
dición de Dini. De manera que, en virtud del teorema 1 del 
$ 3, se anula en casi todo punto ya que su transformación de 
Fourier es el O idéntico. Pero, p es continua; luego, ¢ (x)=50. 
De aquí se desprende, en particular, que para todo E real 


friar=o 


y, por consiguiente, f(x)=0 en casi todo punto. 

Consideremos algunos ejemplos. 

1. Sea f(x)=e=7!*1, y >0. Busquemos la transformación de 
Fourier de esta función. Tenemos 


gM)= fenriz- xde m 
= Í e-vizi(coshx—i sen Ax) dx =2 | e=v1 cos Ax dx. 
- 3 


Integrando dos veces por partes, encontramos 


¿== 


1 para [x¡<a, 


to={ 0 para |x| >a. 
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Entonces, 


gaj= fFearde= $ ena MG 


(Conviene prestar atención a que la función g no pertenece, en 
este caso, a L,(—0o, 00). 


3. Sea J()= se Entonces, 
¿M= [e Ez. (8) 


Lo más sencillo para calcular esta integral es emplear la teoría 
de residuos. Supongamos primero que À > 0. Completando el eje 
real, respecto al que se toma la integral (2), mediante una se- 
micircunferencia de radio indefinidamente grande, situada en el 
semiplano inferior (esto es, en el semiplano donde la exponente 
e-i tiende a cero), obtenemos que la integral (3) es igual a la 
suma de residuos del integrando en el plano inferior dividida 
por 2ni. La función $a tiene en el semiplano inferior un 
polo de orden 1 en el punto x=—ai. El residuo en este punto 
se calcula de acuerdo con la siguiente regla conocida: si 
Ho=E2, q(a)»0 y (2) tiene en el punto z=a un cero de 
primer orden, el residuo de la función f en el punto a es igual a 
To a, Luego, obtenemos en nuestro caso que 


para 2> 0. 


Para A< 0 obtenemos análogamente (considerando solamente 
el semiplano superior en vez del inferior) 


Es decir, resumiendo, 


g0)= 
4. Pongamos f(x) =e-“*". Tenemos 


(—00 <À < 00). 


(4) 
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El integrando representa aquí una función analítica que no tiene 
singularidades en ninguna parte finita del plano. Por lo tanto, 
en virtud del teorema de Cauchy, la integral (4) no cambiará 
de valor, si, en lugar de tomarla respecto al eje real, se toma 
respecto a cualquier recta z=x-+ iy (y =const) paralela a este 
eje. Es decir, 

gl)= feti? eiti dy = 

=e + | e-a -taing lbs de mew" Hy | g-as" -ixitayi n dy, 


Escojamos ahora la constante y de manera que se anule la parte 
imaginaria en la exponente del integrando, esto es, tomemos 


+ Entonces 


ema 
¿y T f erestdrme t 


ya que Perras yz. 


En particular, tenemos para a=+ 


¡=e? g0)=V 


es decir, la función e * corresponde a sí misma (salvo un coe- 
ficiente constante) en la transformación de Fourier. 


2”. Propiedades fundamentales de la transformación de Fourier. 
De la fórmula (1) que define la transformación de Fourier se 
desprenden varias propiedades de esta transformación. Considere- 
mos estas propiedades. Para abreviar, designaremos mediante el 
símbolo F [f] la transformación de Fourier de la función f. En 
otras palabras, designamos mediante F el operador lineal, defi- 
nido en el espacio L,(—co, 00), que pone en correspondencia a 
toda función de este espacio su transformación de Fourier”. 


21e *, 


la recta. 


1 No perteneciente, en general, a Ly. 
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Esta afirmación se desprende inmediatamente de la estima- 
ción evidente 


IG) WDS Sia) dx. 


2. La transformación de Fourier g de una función absoluta- 
menie integrable f es una función continua acotada; además, g (M) 
tiende a cero para |h|— œ. 

En efecto, de la estimación 


12091< Ild 


se ve inmediatamente que la función g=F [f] es acotada. Ahora 
bien, si f es la función característica del intervalo (a, b), tene- 
mos para ella 

¿has 


b 
O fenis R. 
Esta función es, evidentemente, continua y converge hacia cero 
para |A|— œ. Como la operación F consistente en pasar de f 
a g es lineal, de aquí se deduce que la transformación de Fou- 
rier de cualquier función escalonada (esto es, de una combinación 
lineal de funciones caracteristicas de intervalos) es también una 
función continua que tiende a cero para À — + œo. Finalmente, 
las funciones escalonadas son siempre densas en L, (— o0, 00) y, 
por lo tanto, si FEL,, existe una sucesión (f,) de funciones esca- 
lonadas convergente hacia f en L,(—oo, oo). Entonces, en vir- 
tud de la propiedad 1, la sucesión de funciones g, Jal 
converge uniformemente en la recta hacia la función g=F |f]. 
Pero, en tal caso, la función límite g es también continua y 
tiende a cero para [1 ]— o0. 

. Si f es absolutamente continua en todo intervalo finito y 
FEL,(—oo, co), tiene lugar la igualdad 


F {f= F (f). 


Es decir, a la diferenciación de una función le ortega (en 
las condiciones señaladas) la multiplicación de su transformación 
de Fourier por ih. 

En efecto, una función absolutamente continua en todo inter- 
valo finito puede ser representada en la forma 


F= FO) + | F Ddi- 
à 


16 M 2150 
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La integrabilidad absoluta de f’ implica que la expresión que 
figura aquí en el miembro derecho tenga un limite para x— oo 
y x—— o. Este límite puede ser solamente el cero ya que, de 
lo contrario, la función f no sería integrable en toda la recta. 
Teniendo esto en cuenta, obtenemos, integrando por partes, 


Pra) | Poeta pies] a iS Foe dx= 


= iF [f0 


que es lo que se quería demostrar. 

Si la función f es tal que pe » es absolutamente continua 
en todo intervalo y f, ..., (WEL,(—0o, œ), obtenemos, por 
los mismos razonamien! 


» e 
F[19]<=(0YF (7). (5) 


4. Relación entre el grado de diferenciabilidad de una función 
y la velocidad de decrecimiento en el infinito de su transformación 
de Fourier. Dividiendo la igualdad (5) por (i).)* y recordando 
que la transiormación de Fourier es siempre una función que 
tiende a cero en el infinito (propiedad 2), obtenemos que si [4 es 
absolutamente integrable, se tiene 


ve ii = LEGAL o 


paje bi 
es decir, bah, estas condiciones, F [f] decrece en el infinito más 
rápido que ne: Luego, cuanto más derivadas tenga f en L, 


tanto más rápido decrece en el infinito su transiormación de 
Fourier, 

5. Si f" existe y pertenece a L,(—oo, œœ), es absolutamente 
integrable F |f]. 

En efecto, en estas condiciones, F[f] es acotada y decrece 
en el infinito más rápido que „y. De aqui se desprende la 
integrabilidad. 

Hemos demostrado anteriormente (propiedad 4) que cuanto 
más derivadas tenga una función f, tanto más rápido decrece 
en el infinito su transformación de Fourier. Es válida también 
la afirmación dual, es decir, cuanto más rápido decrece f, tanto 
mayor grado de diferenciabilidad tiene su transformación de 
Fourier, Hablando con más precisi 

6. Supongamos que tanto la función f (x) como xf {x) son ab- 
solutamente integrables. Entonces, la función g=F [f] es diferen- 
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ciable y 
g O) =F [~if (ol. (6) 
En efecto, derivando respecto a 2 la integral 


f Fedr 


que define g, obtenemos la integral 


—i [fije dx 


que (debido a la integrabilidad de la función xf(x)) converge 
uniformemente respecto a 4. Luego, la derivada de la función g 
existe y tiene lugar (6). 

Cuando f es tal que son absolutamente integrables las funciones 
ACI o (x), se puede demostrar con razonamientos 
análogos que la función g tiene derivadas hasta el orden p in- 
clusive y, además, 


g00)=F[(—iP E] (k=0, 1, ..., p) 


7. Si exigimos que la función f decrezca en el infinito aún 
más rápido, g tendrá un grado mayor de diferenciabilidad. Si 
xe Fx) € L,(—oo, co) para todo p, la función g es indefinida- 
mente diferenciable. Supongamos ahora que e*! *1 f (x) € L(—-0,00) 
para cierto 6 > 0. En este caso, g(%) puede ser prolongada, como 
una función analítica, del eje real A a una franja del plano de 
la variable compleja E=)-+ im, con la particularidad de que 
la anchura de esta franja es tanto mayor cuanto más grande 
sea ô. En todo caso, se puede afirmar que g será una función 
analítica para [u!--6. En efecto, la integral 


Fear 
converge, evidentemente, para |W|<ó definiendo una función 
continua que coincide en el eje real con la transformación de 
Fourier de la función f. El hecho de que esta función es diferen- 
ciable para |h|<8 en el sentido de la teoria de funciones 
analíticas se demuestra igual que la propiedad 6. 


3°. Complitud de las funciones de Hermite y de Laguerre. 
Empleando las ideas expuestas en el párrafo anterior se puede 
demostrar que si una función medible f es diferente de O en casi 
todo punto de un intervalo (a, b), donde —œ <a -b< co 


16% 
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y satisface la condición |f(x)| <Ce-?!*!, donde $ >0, entonces 
el sistema de funciones x"[(x), n=0, 1, 2, ..., es completo 
en L,(a, b). 

De aquí se desprenderá, en particular, que las funciones de 
Hermite constituyen un sistema completo en L,(—co, 00) y las 
funciones de Laguerre, en L,(0, œo) (véase el punto 7 del $ 3 


del cap. VIII). 
Demostremos la proposición sobre la complitud enunciada 


más arriba. Supongamos que el sistema { x" f (x)) no es completo. 
Entonces, de acuerdo con el teorema de Hahn— Banach, existe 
una función no nula AE L¿(—oo, oo) tal que 
Grforatod=0 (n=0, 1, 2, ...). 

(Hemos empleado aqui el teorema sobre la forma general de 
una funcional lineal continua en el espacio de Hilbert; si se 
considera el espacio complejo L, (a, b) habrá que escribir A(x) 
en lugar de 4(x).). Está claro que fREL, (a, b); es más, tenemos 
eð: xi fh E€ L(a, b) para cualquier ô, < ô. En lo sucesivo conviene 
aceptar que a=— œ y b=co tomando, si es necesario, iguales 
a cero las funciones f y h fuera de (a, b). Sea g la transforma- 
ción de Fourier de la función fh, es decir, 


20)= | 109h()e Pax. 


De lo explicado anteriormente se desprende que la función g 
puede ser prolongada, como una función analítica, a la franja 
[Im ¿|< 68. Por otro lado, en virtud de la propiedad 6, todas 
las derivadas de esta función son iguales a 0 para 2=0, de 
manera que quo: Por la propiedad de unicidad demostrada 
en el punto 1, de aquí se deduce que f (x)A (x)=0 en casi todo 
unto y, consecuentemente, A(x)=0 en casi todo punto ya que 
Po es diferente de O en casi todo punto. Pero, esto contradice 
a nuestra suposición de que A es una función no nula. La con- 
tradición obtenida demuestra la complitud del sistema (x"f (x)). 


40, Transformación de Fourier de funciones indefinidamente 
diferenciables y rápidamente decrecientes. Teniendo en cuenta que 
al pasar de la función f a su transformación de Fourier g las 
propiedades de diferenciabilidad y de decrecimiento en el infinito 
corresponden una a otra, es fácil indicar clases naturales de 
funciones que se aplican en sí mismas por la transformación de 

'ourier. 
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Sea Se el conjunto de funciones indefinidamente diferenciables 
en la recta, para cada una de las cuales existe una constante Cp, 
(que depende de la función f y de los números p y q) tal que 

lr 9 (x)| <C pgs a) 
Probemos que, si fESe, también g=F [f]ESe. Observemos, 
ante todo, que de acuerdo con (7) cada una de las funciones 
2 o (x) 
es absolutamente integrable. En efecto, como (7) se cumple para 
todos los p y q, la función 
Pu 0 (o) 
es acotada, esto es, x? f'™ (x) decrece no más lento que > con- 
secuentemente, la función F([f] tiene derivadas de todos los 
órdenes. Finalmente, de acuerdo con el punto 2, la sumabilidad 
de f” (x), g=1, 2, ... implica que g=F [f] decrezca en el 


infinito más rápido que m Consideremos ahora ¡las funciones 
(AEP (A) =(—i F [0P F (0); 


cada una de las'cuales es acotada por una constante D,,, como 
la transformación de Fourier de una función integrable. De 
modo que, si f € Sa, también g = F [f] E€ Se. Viceversa, sea £ESw; 
entonces, de acuerdo con lo demostrado, la función 


F9= | e0)0 "dx 


pertenece a Sa. Pongamos f(x)=3f*(—x). Está claro que 
[€Su. Al mismo tiempo,fpor la fórmula de inversión 


[mera 
EA 
es decir, g es la transformación de Fourier de la función f €Sẹ' 


Luego, la transformación de Fourier aplica la clase Sa en la 
misma clase Se. Está claro que esta aplicación es biunívoca. 


EJERCICIO. Sea f ESY (e jamo para todo p==0. ¿Se desprende de 
aquí que f(x) m0? 
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5°. Transformación de Fourier y convolución de funciones. 
Sean f, y fs funciones integrables en toda la recta. La función 


Ho= | RORE 


se llama convolución de estas funciones. La función f{v) está 
definida para casi todo x y es integrable. En electo, ta integral 
doble 


(PAO Eddie 


existe, ya que existe la integral 


f SIA) /. (0 dn 


(véase la observación al teorema de Fubini en el cap. VI). 
Consecuentemente, existe también la integral 


$ raas= $ de Í 1,65) hid. 


La función f se designa mediante el símbolo f,*f,. Calculemos 
la transformación de Fourier de la convolución de dos funciones 
de Li Aplicando el teorema de Fubini y tomando x—E=m. 
obtenemos 


[na] ear 


S He Arda 


LO {| haie dr} d= 


h e) fna Meno) de= 


1 
os hene jo e 


felmeran- $ fa Qre rd, 


F [fief] =F [A] F fa). 


Luego, la transformación de Fourier convierte la operación de 
convolución en una operación más simple: la multiplicación de 


es decir, 


4. TRANSFORMACION DE FOURIER 419 


funciones. Este hecho desempeña un papel importante en varias 
aplicaciones de la transformación de Fourier. 


6°. Aplicación de la transtormación de Fourier a la solución 
de la ecuación de conducción del calor. La aplicación de la 
transformación de Fourier a ecuaciones diferenciales se basa en 
que, según hemos demostrado en el punto 3, esta transformación 
convierte la operación de diferenciación en la de multiplicación 
por la variable independiente. Luego, si tenemos una ecuación 
diferencial lineal de coeficientes constantes 


yotay h.. Y Hany =P (x), (8) 


ella es convertida por la transformación de Fourier en una ecua- 
ción algebraica de tipo 


Gayz+a (iz +... 0, iza, = (2), donde y =F|9].(9) 


Sin embargo, este método es poco fecundo en el caso de ecua- 
ciones diferenciales ordinarias ya que la solución de ecuaciones 
Tineales de coeficientes constantes, a las que puede ser aplicado, 
no ofrece, por sí misma, grandes dificultades. Además, el paso 
de (8) a (9) es posible, si la función incógnita y= y (x) es inte- 
grable en toda la recta, mientras que para las soluciones de 
ecuaciones lineales de coeficientes constantes esto, como regla 
general, no tiene lugar. 

Es de mayor importancia la aplicación de la transformación 
de Fourier a ecuaciones en derivadas parciales, donde permite, 
en ciertas condiciones, reducir la solución de una ecuación de 
este tipo a la solución de una ecuación diferencial ordinaria. 
Ilustremos esto resolviendo el problema de Cauchy para la ecua- 
ción de conducción del calor. Busquemos para —0o < x < 00 y 
10 la soluciónde la ecuación 

duíx, )_ Puto 1) 
CS (10) 


que se convierte para ¿=0 en una función prefijada u(x). El 
contenido físico de este problema consiste en determinar la 
temperatura de una varilla lermoconductiva infinita para cual- 
quier momento £ > 0, si en el momento inicial ¿=0 su tempe- 
ratura en cada punto es u, (x). 

Suponiendo que ue (x), u, (x) y u4 (x) pertenecen a L,(—oo, 00), 
buscaremos la solución del problema planteado en la clase de 
funciones u(x, t) que satisfacen las condiciones siguientes: 

1) Las funciones u(x, t), uz (x, 1) y Uze(%, £) son abso- 
Iutamente integrables en todo el eje x para cualquier £>0 fijado. 
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2) La función s(x, £) tiene en todo intervalo finito 0 <t<T 
una mayorante integrable f(x) (que no depende de £): 


fusta DLF), $ Fa) de< co. 


Realicemos en la ecuación (10) la transformación de Fourier 
respecto a x. Entonces, en el miembro derecho tendremos 


F [uss (x, t] =—2%(A, 1), donde v(», t)=F [u(x, t], 
mientras que en el miembro izquierdo, en virtud de 2), ten 
dremos 


Flu] = $ u(x, entra, f u(x, tje-’*dz =u (0, 1). 


De esta forma la transformación de Fourier convierte la ecua- 
ción (10) en una ecuación diferencial ordinaria 

ulh 1)=— hwi, 1) 
y aspas ahora buscar la solución de esta ecuación que para 
te a 

v (A) =F [u(x)]= $ un (Jer? dx. 

Esta solución es, evidentemente, 

v(A, )=e*o, (A). 


Ahora, para obtener la solución del problema inicial, resta 


encontrar aquella función u (x, £) cuya transformación de Fourier 
es la función encontrada v(A, £). 


Recurriendo al ejemplo 4 del punto 1, tenemos 


E 1o% 
cl. 


Por lo tanto, 
v, t)=F va" F ] -F [u(x] =F [e Faut]. 
es decir, 


-u 
4 


u(x, )= ale u, (eE) d. 
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Hemos obtenido la así llamada fórmula de Poisson para la 
solución de la ecuación de conducción del calor. 


7”, Transformación de Fourier de funciones de varias variables. 
El concepto de la transformación de Fourier, considerado 
anteriormente para funciones de una variable, puede ser extendido 
fácilmente al caso de funciones de varias variables. 

Sea f(X, Xa ..., Xn„) una función integrable en todo el 
espacio n-dimensional R". Su transformación de Fourier es la 
función 


LA An) 


m $ be SFe Xar eeen Xp) eni attat de daye 


Esta integral n-ple, existente de antemano ya que f(X,, X» ... 
++.» Xn) es integrable, puede ser representada, de acuerdo con 
el teorema de Fubini, mediante la siguiente integral reiterada: 


í tfre 


-s Kn) ertzid dx, j e-i dx, ... Lents di (11) 


Elda dar + A) 54 


En otras palabras, el paso de una función de n variables a su 
transformación de Fourier puede ser realizado aplicando suce- 
sivamente esta transformación a cada variable (en un orden 
io: Invirtiendo cada una de las n operaciones sucesivas 


que figuran en el miembro derecho de (11), obtenemos la fórmula 
dt E 
EÍ 
Hen ta o dE NE ERENS da 


oaan Ayjelónda dd] emita ds sa) elsdda,. 
que puede ser representada mediante una integral n-ple 


[aX =p 
A E NR E) 


sin embargo, puesto que la función g(A,, Ay...» A) puede 
no ser, en general, sumable en todo el R”, es preciso indicar 
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en qué sentido debe comprenderse esta integral y las condiciones 
que deben imponerse à f(X,, X, ..., Xa) para que sea posible 
as FX, Xa ---» Xa) mediante la integral (12). 

Una de 'las respuestas posibles a estos problemas la da el 
teorema siguiente. 


teorema 1. Supongamos que la función f(X, Xa «==» Xy) es 
integrable en todo el espacio R" y satisface las condiciones 
siguientes: 


Oti A E A A EA 


MAA E ES 
<C (ll 


LS 
<C pr Xo ooa Xalta p 03 


donde 0<a<l, | Clxpax<oo, +... 


Entonces, la fórmula de inversión (12) es válida, si la integral 
en ella se entiende como 


Ci Ba y Jl rs O 
5 


Ps Nazi 


arm, f a EN i ia N E E E 


-N l 
X ttnn dha lite dhami + | tra dh 


En efècto, como f(X% Xe» -.-, Xa) es sumable en R", 
sumable también, de acuerdo con el a de Fubini, HeD 
a x, para casi todos los Xa +++» Xy: Luego, existe la función 


hOn do 000 ad= Y is ooe ADO, 


De (13) se desprende que f(x% Xs, --- + Xa) como función de x, 
verifica la condición del teorema | del $ 3; por lo tanto, 
Ho Xa ---> Xn) puede ser expresada a través de f, mediante 
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la fórmula de inversión 


Ni 
Flen ta 1 2) = li q g hala da ooy xa) e dhas 


Ahora bien, si tomamos 


Rii ha aeir t= N fO ta oni ae tda 


de la condición (13) se deducirá que para f, es válida la fórmula 
de inversión 


fite Se + 
es decir, 
Hp Xp + Xd = 


Na 


hOn Am aois Ap) dhay 


Na Na 
= lin a y lin gy È aO do 3X 


Nino 


xe m0] em dh. 


Definiendo de un modo análogo f(b ha ->s Xn) ete, 
obtendremos la fórmula (12). 

La transformación de Fourier de funciones de varias variables 
encuentra amplia aplicación en la teoría de ecuaciones en 
derivadas parciales. Consideremos, por ejemplo, la ecuación 


du_ Pu, du 

nat (14) 
que describe la conducción del calor en un plano. Sea dada la 
temperatura en el momento ¿=0; 

140, x, Y =u (x, y) 

Sometiendo Ja solución que buscamos de la ecuación (14) a con- 
diciones análogas a las indicadas en el punto 5, podemos efec- 
tuar en la ecuación (14) la transformación de Fourier respecto 
a las variables x e y. Obtendremos como resultado la ecuación 
ordinaria 


de 


—(4240*)0, 
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donde 


olt, 20)=$ $ ult, x, ye-to=ro dydy (15) 


Resolviendo la ecuación (15), podemos después encontrar la 
solución de la ecuación inicial (14) por medio de la fórmula de 
inversión. 
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1°. Teorema de Plancherel. Volvamos primero a los resultados 
obtenidos para las series de Fourier. Para una mayor analogía 
con la transformación de Fourier, consideraremos la forma 
compleja de la serie de Fourier, esto es, tomaremos en el segmento 
[—x, 11] el sistema completo ortogonal de funciones e”*, 1.=0, 
El, ..., y pondremos en correspondencia a toda función f 
sumable en el segmento [— 7, 1] su sucesión de coeficientes de 
Fourier 

z 


Ca =g | Ferh de(n=0, +1, +2, ...). 


Si la funcion f, además de ser sumable, es de cuadrado 
sumable, sus coeficientes de Fourier verifican la condición 


n 
Y len da 


En otras palabras, el paso de una función de cuadrado sumable 
al conjunto de sus coeficientes de Fourier constituye una apli- 
cación del espacio euclideo Z, sobre el espacio euclideo L; 
siente, esta aplicación es lineal y verifica la igualdad de 
'arseval: 


2r 2 lal= f OPd (0) 


(es decir, este paso difiere sólo en un coeficiente constante de 
una aplicación que conserva la norma). 

-Consideremos ahora la transformación de Fourier para funciones 
definidas en toda la recta y veamos, si es posible interpretar 
esta transformación como un operador lineal en L, (— o0, 00). 
La dificultad principal consiste aquí en que una función de 
cuadrado integrable no pertenece necesariamente a L,(—oo, 00), 
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es decir, en que su transformación de Fourier puede no existir 
en el sentido definido en el $ 4. Sin embargo, es posible definir, 
en cierto sentido, la transformación de Fourier para toda 
fEL,(— œ, œ). Entonces, se obtiene el siguiente teorema que 
puede ser considerado como un análogo de la igualdad de 
Parseval (1). 


teorema. (Plancherel, 1910). Para cualquier función f € L, (—oo, 09) 
la integral 


š 
gxû)= $ Feeder 


es, cualquiera que sea N, una función de % perteneciente a 
L,(—oo, 00). Para N— œ las funciones gy convergen en la 
métrica del espacio L, hacia un limite g tal que 


$ 120) par=2n $ Jff dx. (2) 
Esta función g es llamada transformación de Fourier de la 
función FEL,. Si f pertenece también a L,(—co, co), la 
función correspondiente g coincide con la transformación habitual 
de Fourier de la función f. 


DEMOSTRACION. La idea principal de la demostración consiste en 
que la igualdad (2) es comprobada Pa para todas las 
funciones que pertenecen a la clase Sẹ de funciones indefini- 
damente diferenciables y rápidamente decrecientes, que son 
siempre densas en L,(—oo, 00), después es extendida, por 
continuidad, a todo el L,(— œ, œ). Realicemos ahora detalla- 
damente esta idea. 

1) Sean fu f.€Su. Designemos con g, Y g. respecti- 
vamente, sus transformaciones de Fourier. Tenemos 


S ROARDA = È yz $ 1 00017, d:= 


=4j [e DİR Conde] yz (02300, 


donde el cambio del orden de integración está 
que la función 


justificado ya 


anne: 
es absolutamente integrable en el plano (x, 2). Tomando f, 
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Yg g en la igualdad obtenida, enconiramos que la fór- 
mula (2) es válida para cualquier función f €S. 

2) Sea ahora f una función arbitraria de L,(— œ, 00) que se 
anula fuera de un intervalo (—a, a). Entonces, f es integrable 
en el intervalo (—a, a) (es decir, pertenece a L, (—a, a)) y, con- 
secuentemente, en toda la recta. Luego, para ella está definida 
la transformación de Fourier 


g0)= era. 


Sea ahora (/,j una sucesión de funciones de S», nulas fuera de 
un intervalo (—a, a), que converge hacia f respecto a la norma 
del espacio L,(—oo, œ). Como f y toda f, son diferentes de 
cero sólo en un intervalo finito, la sucesión {/„} converge hacia f 
también respecto a la norma del espacio L,(— oœ, œ). Por lo 
tanto, la sucesión (g,) converge hacia g uniformemente en toda 
la recta (véase el punto 2 del $ 3). Además, la sucesión (g,) es 
fundamental en L, (— œ, œ). En efecto, g, —£n € Sa; luego, cn 
virtud de lo ya demostrado, tenemos 


Fig. 0)—2.0)4=22 $ 1/00) —Fn 0) | dx, 


de donde se desprende que {g} es una sucesión fundamental. 
Ello significa que esta sucesión converge en L, y, además, hacia 
la misma función g. hacia la cual converge uniformemente. Por 
esto, podemos pasar al límite para n— oo en la igualdad 


Uf. == lle lb. 


Luego, la igualdad (2) es válida para toda fEL, que se anula 
fuera de un intervalo. 
3) Sea, finalmente, f una función arbitaria de L,. Tomemos 
Í Fœ) para |x| <N, 
IMA E para ielai: 
Está claro que 
lf—îxl—0 para N — co. 


La función fy pertenece a L,(—oo, œ) y, consecuentemente, 
para ella existe la transformación de Fourier que es igual a 


$ X 
2) = | errar | Hgerrar. 
> A 
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Pero, en virtud del «punto 2) de nuestros razonamientos, 


lintal == lenen l, 


es decir, las funciones gy convergen en L, hacia un límite que 
designaremos con g. Por lo tanto, en la igualdad 


1 
lll? =3 leal 


se puede pasar al limite para N — œ, de donde se obtiene la 
relación (2) para cualquier f € L, (— œ, 00). Si ahora f pertenece 
tanto a L¿(—co, 00) como a L,(—co, œ), existe para ella la 
transformación de Fourier 


20) = | Hje-"sax, 


comprendida en el sentido corriente. Como las funciones fy con- 
vergen en L, (— oo, co) hacia f, sus transformaciones de Fourier gy 
convergen uniformemente hacia g. Pero, hemos demostrado, ade- 
más, que las funciones gy convergen respecto a la métrica de 
L¿(— œ, œ) hacia un límite que hemos designado con g. De aquí 
se desprende que g coincide con g. Hemos terminado la demos- 
tración. 

De la relación (2) se deduce inmediatamente que para cuales- 
quiera f,, f€ L, (— œ, œ) se cumple la igualdad 


MiorR0e=3 [aNana 


Para demostrarla basta escribir la igualdad (2) para la función 


F.+f. y comparar después las expresiones en los miembros de- 
recho e izquierdo. 


2°. Funciones de Hermite.El teorema de Plancherel, expuesto 
en el punto anterior, señala que la transformación de Fourier 
puede ser considerada como un operador lineal acotado F que 
transforma el espacio L,(—oo, co) en sí mismo. Escogiendo en 
este espacio un sistema ortonormal completo, podemos definir 
este operador F (al igual que cualquier otro operador lineal) 
mediante la matriz infinita correspondiente. La forma de esta 
matriz depende, claro está, de cómo se escoge la base. Una 
matriz, correspondiente 2 uno u otro operador, adquiere su forma 
más sencilla si la base correspondiente está compuesta por las 
funciones propias del operador dado: en este caso, la matriz es 
de la forma diagonal. Veamos si existe una base de este tipo 
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para la transformación de Fourier F. En otras palabras veamos 
qué funciones de L,(—oo, co) son propias para la transforma- 
ción de Fourier F. Observemos, con este fin, que la ecuación 


de 

Hi =el (o) 

se convierte mediante la transformación de Fourier en una ecua- 

ción del mismo tipo (ya que la operación £; corresponde a la 

multiplicación por —2* y la multiplicación por —x? corres- 
san END 

ponde a la operación T) . Por esto resulta natural buscar las 


funciones propias del operador F como soluciones de la ecua- 
ción (3). Busquemos las soluciones de esta ecuación que tienen 


la forma 
jw, 
donde w es un polinomio. Introduciendo en (3) esta expresión, 
obtenemos para w la ecuación 
w — 2w = (p + l) w. 

Tomando 

w= Har. oe Hn", (4) 
encontramos la igualdad 
(2a, +3-2-ax +... +n (n—1)a,x"-3)— 
—2x (a, -+ 2a,x + . . . -H nax”) = (pA 1) (ag Ha +... i ap"). 


Comparando en ella los coeficientes de potencias iguales de xen 
los miembros izquierdo y derecho, encontramos que 


—2na,= (p+ l)a, —2 (0—1) ap-1 =(P + 1) 4p-1> 
etc.; en general, 
R(R—1) a, —2 (k—2) a, 
Como el coeficiente a, se supone distinto de cero, tenemos 
p=(2n+1) y 0,-,=0, 


es decir, p debe ser un número entero negativo impar. Todos 
los coeficientes del polinomio w se determinan por las relacio- 
nes (5) univocamente, salvo un coeficiente constante. Además, 


=(p+1) a-n (5) 


1) Suponiendo, claro está, que la función incógnita j verifica las con- 
diciones correspondientes de dierenciabilidad y de decrecimiento en el 


infinito. 
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son iguales a cero todos aquellos coeficientes cuyos subíndices 
tienen paridad opuesta a la del número n, es decir, de la poten- 
cia del polinomio w. Al contrario, los coeficientes cuyos subín- 
dices tienen la misma paridad que n son distintos de cero y se 
calculan por la fórmula recurrente 


El 


a.= % 


(para el valor dado de a,). De esta forma obtenemos para w la 
expresión siguiente 


A pa + 20-04 203 a ) A 


wa (1) 0, ( 2" 
Hemos construido, pues, el sistema de funciones de tipo 
Paix) =w, (x) *(1=0,1,2,...). 


Es obvio que cada una de estas funciones pertenece a L¿(— oo, 00) 
(ya que decrece en el infinito más rápido que cualquier poten- 


cia de ph); Además, estas funciones son dos a dos ortogonales. 


En efecto, de acuerdo con (3), tenemos 
Pa (X) — Pa (2) =— (20 + 1) quí), 
in (X) Qu (3) = — (2M +1) Pa (x). 


Multiplicando la primera de estas igualdades por q,, y la segunda 
por 4, y restándolas una de otra, obtenemos 


PaPa — Min = 2 (0 — M) PaPa 


Teniendo en cuenta esta igualdad, encontramos para nm, in- 
tegrando por partes, 


fonen (Dde=5 5 $ [002 — Pata] dx= 


== | (one — S Ie) de=0. 


Con esto queda demostrada la ortogonalidad. 
De esta forma cada uno de los elementos «q, del sistema orto- 
gonal oblenido es un polinomio de grado n multiplicado por 
FJ 


e 7, Luego, los elementos de este sistema deben coincidir, salvo 
unos factores numéricos, con las funciones de Hermite que hemos 
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construido en el $ 3 del cap. VII mediante la ortogonalización 
de la sucesión 
e 2 


ERE E 


en el espacio L,(—oo, 00). 
Probemos ahora que las funciones «, son funciones propias 
de la transformación de Fourier: 


Fr = Cane (6) 

Esto se deduce de los siguientes hechos. 
~ 1) La ecuación (3) es invariante respecto a la transforma- 
ción F. 
2) Para todo n la ecuación (3) tiene una, solución única, 
salvo un coeficiente constante, de tipo P,(x)e T, donde P, es 
un polinomio de grado n. e 

3) La transformación de Fourier convierte x"e = en 
j PPE j 
{i de) e * =0Q,(x)e ?, donde Q, es un polinomio de grado a 
(la última afirmación se comprueba fácilmente por inducción). 
De la igualdad (6) se deduce que para todo k entero 


Pr = Ci 


Pero, la transformación de Fourier, aplicada cuatro veces conse- 
cutivas, convierte toda función en si misma multiplicada por 4x1. 
Por lo tanto, 


cda 
es decir, c, puede tomar solamente los valores + Y Ži y + i y 2%. 
Luego, en £,(—oo, co) la transformación de Fourier es un 
operador lineal que en la base compuesta por las funciones de 
ermite se define mediante una matriz diagonal, en la que los 
elementos diagonales toman los valores +W2x y +iV2n". 


1) Si la transformación de Fourier se define mediante la fórmula 
na 
F= (x) 78x dx 
n=-yg |10 


(esto es, mediante la fórmula (1”) del $ 4 y no mediante la fórmula (1)). su 
cuarta potencia será el operador unidad y obtenemos para F, en la base 
compuesta por las funciones de Hermite, la matriz diagonal con elementos 
klyii 
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P. Definición y propiedades fundamentales de la transforma- 
ción de Laplace. Las posibilidades de aplicar la transformación 
de Fourier a ecuaciones diferenciales y a otras varias cuestiones 
están considerablemente limitadas debido a que la transforma- 
ción de Fourier está definida sólo para funciones sumables en 
toda la recta. En particular, la transformación de Fourier no 
existe para funciones que tienden al infinito para x-=-—0o o 
x->00. Al mismo tiempo, al resolver ecuaciones diferenciales 
aparecen frecuentemente funciones de este tipo. Uno de los cami- 
nos posibles que permiten superar esta dificultad es extender el 
concepto de transformación de Fourier a las funciones generali- 
zadas y acerca de él hablaremos brevemente en el $ 8 de este 
capítulo. Otro camino posible, que nos permite quedarnos en los 
márgenes del concepto clásico de función y de los métodos clá- 
sicos del Análisis, consiste en sustituir la transformación de 
Fourier por la así llamada transformación de Laplace. 

Supongamos que una función f (no integrable, en general, en 
toda la recta) resulta ser integrable si se multiplica por e=1%, 
donde y es un número real. Entonces, la integral 


gl5)= | Feds = T Hajeiver dr 


converge para determinados valores complejos de s==2-+ ip, en 
particular, converge en la recta p = — y. En esta recta representa 
la transformación de Fourier de la función f (x) e"*. 

El caso más importante para las aplicaciones, en el que se 
cumplen nuestras suposiciones sobre la integrabilidad de la fun- 
ción f(x)e“t*, es el caso en que f verifica las condiciones si- 
guientes: 


Fx) < Cer para x>0, | 


F(x)=0 para x<0 f o) 
(ve y C son constantes). Entonces. la integral 
gl) = f Hueedi=[Hxye sax (2) 
A è 


existe para todos los s=7+-¡u tales que p -< Ya es decir, en el 
semiplano limitado por la recta Im s=-—+. y representa la 
transformación de Fourier de la función 


Fae. 
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Esta última puede ser obtenida a partir de g por medio de la 
iórmula de inversión 


[0é= | gls) dh, 
de donde 
pege 
Hos f goeds (s=) +iu). B 
tp- a 


Como la función [(x)e'* decrece para 4 <—Y, como una función 
exponencial (en virtud de (1)), su transformación de Fourier q y, 
consecuentemente, también g(s)e* son funciones analíticas en 
el semiplano Im s <— 7Y,- 

Por eso, en la fórmula de inversión (3) la integral puede ser 
tomada respecto a cualquier recta paralela al eje real y pertene- 
ciente a este semiplano. 

Efectuemos ahora en las fórmulas (2) y (3) un cambio de 
variable, tomando p==is y designando g(s) mediante ® (p). 

Tendremos 


O(p)= | fije- dx 
è 


-utia 


I= | opes 
-ié 


La función ® está definida y es analítica en el semiplano 
Re p> pa se llama transformación de Laplace de la función f 
(que verifica las condiciones (1). 

De lo expuesto se observa que la transformación de Laplace 
difiere poco, en general, de la transformación de Fourier. Sin 
embargo, esta pequeña diferencia lleva a que la clase de funcio- 
nes, para las cuales está definida la transformación de Laplace, 
se distinga de un modo sustancial de la clase L,(—co, œ) de 
funciones, para las cuales existe la transformación de Fourier. 


2°, Aplicación de la transformación de Laplace a la solución 
de ecuaciones diferenciales (método operacional). La transforma- 
ción de Laplace puede ser empleada para resolver ecuaciones 
cuando se buscan soluciones determinadas por ciertas condiciones 
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iniciales. Supongamos que está dada una ecuación diferencial 
lineal de coeficientes constantes 


yetay" +... Hay =b (a) (4) 
y que se busca su solución que satisface las condiciones iniciales 
y= yo y (=y ++ yO = Yaoi 6) 


Apliquemos la transformación de Laplace a la ecuación (4), es 
decir, multipliquémosla por e7?* e integrémosla entre 0 y 00. Sea 


IS 
è 


la transformación de Laplace de la función y. Integrando por 
partes, encontramos la transformación de Laplace de las derivadas 
CS 


Verd y lo er lp f y(x) er dx = —ys + pY (p); 


o 


$ y (xen dx = y' wer) +p | y eds = 
f 
= — + p(—Yo + PY (p) = —n— Py + pY (p): 


[year de= ya- pajero 
è 


+p | y“? (x) errada 
lo 


ò 
= — la EP Ya PY- — - - PY (p) = 
= Ya-1—PYn-1—:  - +P" (p). 
Sea, finalmente, 


B(p)= p b(x)e=P* dx. 
E 


Obtenemos que la transformación de Laplace convierte la ecua- 
ción diferencial (4) (teniendo en cuenta las condiciones iniciales 
(5)) en la ecuación 


Q(p)+R (py Y (p)=B (p), 


donde B es la transformación de Laplace de la función b, Q es 
un polinomio respecto a p de grado n—1 y R es un polinomio 
en p de grado <n. De esta ecuación tenemos 


BQ 
Y (p) RE 
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La solución y de la ecuación (4) se obtiene de aquí mediante la 
fórmula de inversión 
-uai 


a Biíp)— 
vos | per dp. 


uti 
Esta integral suele calcularse mediante los residuos. 

Para resolver ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes 
constantes se emplea ampliamente el así llamado método ope- 
racional. Consiste en que el miembro izquierdo de una ecuación 
de este tipo 


Y ag" a y=b(x) 


se considera como resultado de aplicar a la función incógnita y 
el operador 


+a), (6) 


y la solución de la ecuación se considera como el resultado de 
aplicar al miembro derecho de la ecuación el operador inverso 
del operador (6). Es fácil, mediante cálculos directos, encontrar 
el resultado que se obtiene al aplicar este operador a algunas 
funciones elementales: trigonométricas, exponenciales, potenciales 
y sus combinaciones. Esto permite escribir automáticamente la 
solución de una ecuación lineal de coeficientes constantes, siempre 
que su miembro derecho sea una combinación de estas funciones 
elementales. Está claro que el método operacional constituye, de 
hecho, la aplicación, en forma indirecta, de la transformación 
de Laplace; esta última puede servir precisamente para argumen- 
tar este método que frecuentemente figura en textos técnicos en 
forma de una «receta». 
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1°. Definición de la transformación de Fourier— Stieltjes. 
Volvamos de nuevo a Ja transformación de Fourier en el espacio 
L,(—00, 00): 


20)= | e-f (x) dx. 


Esta fórmula puede ser escrita en forma de la integral de Stielt- 
jes 


g0= | e-9=aP (o), a) 
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donde 
Fq)= | Hat a 
es una función absolutamente continua de variación acotada 


(iwat af Ifid} en todo eje numérico. Sin embargo, la 


igualdad (1) tiene sentido no sólo para funciones de tipo (2) 
sino para cualesquiera funciones de variación acotada en toda 
la recta, La integral 
gA = | erro, 
donde F es una función arbitraria de variación acotada en la 
recta se lama transformación de Fourier—Stieltjes de la fun- 
ción F. Para la transiormación de Fourier—Stieltjes se conservan 
muchas de las propiedades que hemos demostrado anteriormente 
para la transformación habitual de Fourier como, por ejemplo, 
la siguiente: la función g definida por la integral (1) es continua 
y acotada en toda la recta. 
En efecto, 
mi 


120)=20)|= $ [eased] dF (x) + 


$ $ ferius 


1xi>N 
El segundo sumando del miembro derecho puede ser hecho tan 
pequeño como se quiera para cualesquiera %, y As, Si se escoge 
N suficiente grande, mientras que primer sumando tiende a 
cero para N fijo cuando }, —ħ, — 0. 

Al mismo tiempo, no todas las propiedades de la transfor- 
mación de Fourier subsisten para la transformación de Fou- 
rier — Stieltjes. Por ejemplo, la transfororación de Fourier —Stieltjes 
no tiende, en general, a cero para |/|—oo. Sea, por ejemplo. 


^} dF (x). 


J O para x <0, 
FOS] 1 para x>0 


Entonces 


gl)= | d-^xaF (x)=1. 
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Análogamente la transformación de Fourier—Stieltjes de la fun- 
ción igual a 0 para x <x, y a l para x>x, es @*à, es decir, 
una función periódica de /.. 

Si F es una función de saltos tal que los puntos 


n=0, +1, +2, ... 
son sus puntos de discontinuidad y 
+» Aoi Ap yy 0. + ys. (donde ja] < 00) 


son los valores de sus saltos en estos puntos, tenemos que 


[ear (y = X ag 


es una función de periodo 2x1. En cambio, si F tiene saltos a, 
en los puntos x,, que forman una sucesión arbitraria en el eje 
numérico, su transformación de Fourier —Stieltjes es de la forma 


Da. 


Las funciones de este tipo pertenecen a las así llamadas funcio- 
nes casi periódicas. 


2°. Aplicación de la transformación de Fourier— Stieltjes a la 
teoría de probabilidades. Para funciones sumables en (—oo, 00) 
hemos introducido en el $ 4 el concepto de convolución 


E= bo. 0)= f Fi (x — $) fa (E) de. (3) 
Pongamos ahora 
Fa= f pdt, F= $ dt y F= | hO di 


Entonces, integrando la igualdad (3), podemos escribirla en la 
forma siguiente: 


F= f fOd= f at | REIRO 


=$ {f ne-sajnoa= | iba. 


(el cambio del orden de integración está justificado aquí en vir- 
tud del teorema de Fubini y de la integrabilidad absoluta de la 
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función f). La relación que hemos obtenido 


Fr9= | F.(«—E)aF.() 


pie en correspondencia a las funciones F, y F, la función F. 
in embargo, la integral que figura aqui en el miembro derecho 
tiene sentido no sólo para funciones absolutamente continuas 
de tipo (2) sino también para dos funciones cualesquiera de 
variación acotada en toda la recta. Llamaremos a la expresión 


F(x)= $ F, (œ—8) dF, ©) (a) 


donde F, y F, son funciones arbitrarias de variación acotada 
en la recta, convolución de estas funciones. Probemos que la 
expresión (4) de rs una función definida para todos los 
valores de x y de variación acotada en toda la recta. 

En efecto, F, es una función medible acotada y, consecuen- 
temente, la integral (4) existe para todo x. Además, 


IF 9 —F (y l=] § (PDF, (AF G] < 


< | IF, (aë) — F, (1, — è) | d (var F, (2), 
de donde 
V [F] <V [F;]V (E). 


TEOREMA 1. Si F es la convolución de dos funciones F, y F, de 
variación acotada y g, g, y g, son sus transformaciones de 
Fourier —Stieltjes, se tiene 


g= g Ag: 0). 
DEMOSTRACION. Sea F=F,+F, y sea 
a LX <... mb 
una partición del segmento (a, b]. Entonces, para todo A 


è A 
adF(x)= li e E se 
fe dF (x) AS (El) —F (0) 
a 
"y En, Y DEP Fs (r-t edF, E) 


Jetoi 
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es decis, 
fersar= $ [Tenar hetsar, e 
KAEN 


Pasando aquí al límite para a—>—oo y b— oœ, obtenemos 


î e-?xdF (x)= $ e-oxdF, (o) [ ena, O, 


esto es, 
20)=40)2,(). 


EI teorema de que la transformación de Fourier — Stieltjes 
transforma la convolución de funciones en producto se emplea 
ampliamente en la teoría de probabilidades (método de funcio- 
nes características). Si E y n son dos variables aleatorias inde- 
pendientes y F,.y F, son sus funciones de distribución, a la 
variable E-|-1) le corresponde la función de distribución 


F=FsF, 


Frecuentemente resulta necesario considerar en la teoría de 
perabilondos la suma de variables aleatorias. El paso de las 
junciones de distribución a sus transformaciones de Fourier — 
Stieltjes, a las así llamadas funciones características, permite 
sustituir la operación de convolución por la operación de mul- 
tiplicación, más simple y más cómoda. De esto hemos hablado 
ya anteriormente en relación con el concepto de convolución 
de dos funciones absolutamente integrables. Sin embargo, en 
aquel momento no disponíamos aún del concepto de la transfor- 
mación de Fourier—Stieltjes y hemos tenido que limitarnos a 
variables aleatorias continuas (a la suma de las cuales, siendo 
ellas independientes, corresponde la convolución de sus densida- 
des de distribución). El concepto de la transiormación de Fou- 
rier— Stieltjes permite aplicar este mismo método a sumas de 
variables aleatorias arbitrarias. 


EJERCICIOS. 1. Demuéstrese que la transiormación de Fourier—Stieltjes 
verifica la propiedad de unicidad: si la función f es continua a la izquierda 
$ su transformación de Fourier— Stieltjes es idénticamente nula, entonces 
(2) =const., 
2. Demuéstrese que la operación de convolución de funciones de varia- 
ción acolada es conmutativa y asociativa. 
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$ 8. TRANSFORMACION DE FOURIER DE FUNCIONES 
GENERALIZADAS 


Las posibilidades de apiicar el método de la transformación 
de Fourier, comprendida en el sentido habitual, a diferentes 
problemas, digamos, a ecuaciones diferenciales, resultan conside- 
rablemente restringidas debido a que esta transformación está 
definida sólo para funciones absolutamente integrales en toda 
la recta. Se puede obtener una ampliación sustancial del campo 
de aplicación de la transformación de Fourier introduciendo el 
concepto de transformación de Fourier para funciones generali- 
zadas. Expongamos las ideas fundamentales de esta construcción. 

Consideremos primero en la recta el espacio Se de funciones 
indefinidamente diferenciables y decrecientes en el infinito junto 


con sus derivadas más rápido que cualquier potencia de —}- 


(véase el $ 4 del cap. 1V). l2] 
Tomando Se por el espacio de funciones básicas, conside- 
remos el espacio correspondiente de funciones generalizadas S}. 
Definamos «ahora la transformación de Fourier en el espacio 
Sz. Para ello recordemos, ante todo, que la transformación de 
Fourier (comprendida en el sentido habitual) aplica el espacio 
Se en sí mismo: si Ẹ ES, también F[g]ES. y, además F es 
una aplicación biunivoca de Se sobre todo el espacio Sa. Apo- 
'ándonos en esto, daremos la definición siguiente. Se llama trans- 
Ermación de Fourier de una función generalizada [ES a la 
funcional lineal gES;, definida mediante la fórmula 


(E, W) = (f, 9), donde y=F ¡ol (1) 


Cuando « recorre todo el Se, también y=F[q] recorre todo 
el Sa; luego, la igualdad (1) define efectivamente una funciona! 
sobre Sy. Es inmediato comprobar la linealidad y continuidad 
de esta funcional. 

Para aquellos elementos de S% que representan funciones 
absolutamente integrables, la definición que acabamos de enun- 
ciar de la transformación de Fourier coincide con la habitual. 
En efecto, si fEL,(—00, œ), 4ES. y g=FIf, »=Fto), 
entonces del teorema de Plancherel se desprende la igualdad 


(F p= (g, 4): 


además, para f prefijada existe solamente una función g salvo 
una equivalencia, que satisface esta igualdad para toda YES. 
De manera que la definición de la transformación de Fourier 
para funciones generalizadas, enunciada más arriba, constituye 
una extensión de la definición clásica a una clase más amplia 
de objetos. 
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Ejemplos. 1. Sea f(x) =c=const. Entonces, 


G, = f cpt0dr=cp(0) =F 


es decir, la transformación de Fourier de una constante es igual 
a esta constante multiplicada por la 8-función. 
f(x) =ela=, Entonces, 


dp = [erp (x)dx= p (~a), 


es decir, la transformación de Fourier de la función el“* es 
$-función desplazada 5(x—a). 
3. Sea f(x)=x?. Entonces, de la igualdad 


Y 0)=— | p(x)e- "dx, 


obtenemos, tomando en ella 4=0, 
(e, 9 (0) =—y" (0) 


es decir, la transformación de Fourier de la función x* es la se- 
gunda derivada de la 5-función tomada con el signo menos. 

Hemos definido la transformación de Fourier para las fun- 
ciones generalizadas en Sa. Pero, podriamos tomar cualquier 
otro espacio básico, por ejemplo, el espacio K de funciones ter- 
minales indefinidamente diferenciables. Para toda función pEK 
la transformación de Fourier (en el sentio habitual) existe y se 
puede comprobar que es una función analítica entera de orden 
de crecimiento exponencial. Hablando con más precisión, la 
transformación de Fourier es un operador lineal que aplica el 
espacio,X en el espacio Z, cuyos elementos son funciones ana- 
líticas- enteras p, para cada una de las cuales se cumplen las 
desigualdades. 


Isle (q=1,2, ...), 


donde C, y a son constantes, que dependen de p y t=Ims. 
Puesto que en el espacio K se ha introducido anteriormente 
un concepto de convergencia, la aplicación F que transforma K 
en Z induce cierto concepto de convergencia en Z; una suce- 
sión {n} converge en Z hacia y cuando para las imágenes re- 
cíprocas se cumple la relación q,—q. Además, es fácil enun- 
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ciar este concepto de convergencia sin recurrir el espacio K”. 
Sea ahora f un elemento arbitrario de K*. Asignémosle una 
funcional lineal g sobre Z, tomando: 


(g, Y) =(f, $), donde p=F[p). 


Esta funcional g se llamará transformación de Fourier de la fun- 
cional f. De esta forma la transformación de: Fourier de una 
función generalizada f sobre el espacio básico K es una función 
generalizada sobre Z, es decir, sobre aquel espacio en el que 
se aplica K por la transformación de Fourier comprendida en 
el sentido habitual. 

Esta misma construcción puede ser repetida también para 
funciones generalizadas definidas en otros espacios de funciones 
básicas. Cada vez surgirá un esquema que incluye cuatro espa- 
cios: un espacio inicial de funciones básicas, el conjunto de 
las transformaciones de Fourier de estas funciones básicas (es 
decir, el segundo espacio de funciones básicas) y dos espacios 
duales. Este esquema se reduce a dos espacios cuando por fun- 
ciones básicas se toma el espacio Se ya que la transformación 
de Fourier lo aplica en sí mismo. 

El concepto de la transiormación de Fourier para funciones 
generalizadas ha encontrado amplia aplicación en la teoría de 
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. El lector podrá 
encontrar un tratamiento de estos problemas en el libro de 
G. E. Shilov (12). 


D A saber: Wa — 0 en Z cuando se cumplen las desiguaidades 


APR (5) ¡age 


Y Pa— 0 uniformemente en todo intervalo finito del eje real, 


CAPITULO 
X 


ECUACIONES 
INTEGRALES LINEALES 


$ i. DEFINICIONES FUNDAMENTALES. 
ALGUNOS PROBLEMAS ÇUE LLEVAN A ECUACICNFS INTEGRALES 


1?. Tipos de ecuaciones integrales. Se llama ecuación integral 
a una ecuación que contiene la función incógnita bajo el signo 
de integral. Tal es, por ejemplo, la ecuación 


A 
pi9=f Kis, Nodo, ®© 
è 


donde f y K son funciones dadas y q la función que debemos 
encontrar. Las variables s y f recorren aquí un segmento prefi- 
jado [a,b]. 

La particularidad caracteristica de la ecuación (1) es su li- 
nealidad: la función incógnita q entra en ella de un modo 
lineal. Varios problemas conducen a la necesidad de considerar 
también ecuaciones integrales no lineales, por ejemplo, ła ecua- 
ción de tipo 


$ 
v()=5K(. Dg O, hdr, 


donde K y g son funciones dadas. Sin embargo, nos limitare- 
mos en lo sucesivo a ecuaciones integrales lineales. 

Algunas ecuaciones integrales fueron estudiadas ya al prin- 
cipio del siglo pasado. Por ejemplo, Abel consideró en 1823 
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la ecuación que lleva ahora su nombre 


o= | Eat 0<a<1, F0)=0), 
donde f es una función dada y q es la función incógnita, y 
demostró que la solución de esta ecuación es de la forma 


f 

sen nra EiS) 

=- frim. 
: 


Sin embargo, la teoría general de ecuaciones integrales lineales 
fue elaborada sólo en el límite de los siglos XIX y XX en las 
obras, fundamentalmente, de Volterra, de Fredholm y de Hilbert. 

La ecuación (1) se lama ecuación de Fredholm de segunda 
especie (véase el $ 7 del capitulo 1V) mientras que la ecuación 


» 
f Kis, Do (0dt+F(5)=0 2) 


(donde la función incógnita figura sólo bajo el signo de inte- 
gral) es llamada ecuación de Fredholm de primera especie. 

La ecuación de Abel mencionada anteriormente perlenece 
a las así llamadas ecuaciones de Volterra; la forma general de 
estas ecuaciones es: 


$ Kls, Dedi =i (3) 


(ecuación de Volterra de primera especie) o 


wi) =ÍK(, Dyd +O (4) 


(ecuación de Volterra de segunda especie). Está claro que la 
ecuación de Volterra puede ser considerada como una ecuación 
de Fredholm en la que la función K verifica la condición 


Kís, 1)=0 para t`» s. 


Sin embargo, conviene destacar Jas ecuaciones de tipo Volterra 
en una clase especial ya que ellas poseen una serie de pro- 
piedades que no tienen lugar para ecuaciones arbitrarias de 
Fredholm. 

Si en las ecuaciones (1), (2) o (3) la función f es igual a 
cero, esta ecuación se llama homogénea. En el caso contrario 
la ecuación se Jlama no homogénea. 
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2°. Ejemplos de problemas que llevan a ecuaciones integrales. 
En los parágrafos posteriores de este capítulo estudiaremos las 
propiedades fundamentales de las ecuaciones integrales lineales. 
Sin embargo, indicaremos previamente algunos problemas típicos 
que conducen a ellas. 

1. Equilibrio de una cuerda cargada. Consideremos una cuerda, 
esto es, un hilo material de longitud !, que flexiona libremente, 
pero ofrece una resistencia a la dilatación, proporcional a la 
magnitud de ésta. Supongamos fijados los extremos de la cuerda 
en los puntos x=0 y x=¿. Entonces en la posición de equilibrio 
la cuerda coincide con el segmento 0<x<I del eje x. Supon- 
gamos ahora que en el punto *=E se ha aplicado una fuerza 
vertical P= P,. Bajo el efecto de esta fuerza la cuerda tomará, 
evidentemente, la brna de quebrada indicada en la fig. 24. 


A 


P 


FIG. 24' 


Busquemos la magnitud & de la flecha de la cuerda en el 
punto E de su posición de equilibrio bajo la acción de la fuerza 
aplicada en este punto. Si la magnitud de la fuerza P, es 
pequeña en comparación con la tensión 7, de la cuerda sin 
carga, podemos aceptar que la tensión de la cuerda cargada 
sigue siendo T, Entonces, de la condición de equilibrio de la 
cuerda encontramos la igualdad siguiente: 

öp ó 
Teg tT ra= P» 


de donde 


=A z 


Sea ahora u(x) la flecha de la cuerda en un punto x bajo la 
acción de la fuerza P, Tenemos 


u (x)= P6 (x, $), 
donde 
Y para 0<x<E, 


Gle, =d A 
, ious para E<x<l. 
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En particular, de estas fórmulas se ve inmediatamente que 
G(x, E)=G(, x). Supongamos ahora que sobre la cuerda actúa 
una fuerza distribuida continuamente a lo largo suyo con la 
densidad p(E). Si esta fuerza es pequeña, la deformación otra 
vez dependerá linealmente de la fuerza y la forma de la cuerda 
cargada de este modo será descrita mediante la función 


: 
u(s)= $ G(x, Dra. 6) 


Luego, si está dada la carga qee actúa sobre la cuerda, la 
fórmula (5) permite encontrar la forma que toma la cuerda 
bajo la acción de esta carga. 

Consideremos ahora el problema recíproco: hallar la distribución 
de la carga p bajo la cual la cuerda toma la forma prefijada u. 
Para. encontrar la función p a partir de la función dada u 
obtenemos una ecuación que coincide, salvo las denotaciones, 
con la ecuación (2), es decir, una ecuación integral de Fredholm 
de primera especie. 

2. Oscilaciones libres y forzadas de una cuerda. Supongamos 
ahora que la cuerda no se encuentra en reposo y realiza ciertas 
oscilaciones. Sea u(x, £) la posición en el momento f de aquel 
punto de la cuerda cuya abscisa es x y sea p la densidad lineal 
de la cuerda”, Entonces, sobre un elemento de la cuerda de 
longitud dx actúa una fuerza de inercia igual a 


Pu pdx, de donde 
p= YE. 
Tomando en (5) esta expresión en lugar de p(E), obtenemos 
t 
u, h= f0 pra (6) 
d 


Supongamos que la cuerda realiza oscilaciones armónicas de una 
frecuencia prefijada œ y de una amplitud u(x) que depende 
de x. En otras palabras sea 


u(x, 1) =u(x) enot. 

Introduciendo esta expresión en (6) y dividiendo ambos 
miembros de la igualdad por senuf, obtenemos la siguiente 
D Aceptamos que p=const aunque esto no es sustancia! para lo sucesivo. 


17 Ne 2150 
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ecuación integral para u: 
i 
ue) =p $ G, u Ed. Y) 


Si la cuerda no oscila libremente, sino, bajo la acción de una 
fuerza exterior, realiza oscilaciones forzadas, es fácil comprobar 
que la correspondiente ecuación de las oscilaciones armónicas 
de la cuerda es de la forma 


1 
u() =p" | G(x, ud HF), 
è 


es decir, representa una ecuación no homogénea de Fredholm 
de segunda especie. 

3. Reducción de ecuaciones diferenciales a ecuaciones integrales. 
La resolución de una u otra ecuación diferencial conviene reducirla 
en varios casos a la resolución de una ecuación integral. Por 
ejemplo, en el cap. 11 hemos visto que para demostrar la 
existencia y la unicidad de la solución de la ecuación diferencial 


y'=} (x, y) 


con la condición inicial y(x, 
ecuación integral (no lineal) 


Y» conviene reducirla a la 


y=4 +1 fG ya. 


Las ecuaciones de orden superior al primero también pueden ser 
reducidas a una ecuación integral. Consideremos, por ejemplo, 
la ecuación de segundo orden 


Yy+H0y=0. 


Tomando f(x) =p*—0(x), donde p= const, podemos escribirla en 
la forma 


y+0y=0()y. (8) 
Como se sabe, la solución de la ecuación 

Y +Py=8(%) 
puede ser representada en la forma 


y()=0osp(x—a) +- | senp «DEN d- 


$ 2. ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM 507 


Luego, la resolución de la ecuación (8) se reduce a la resolución 
de la ecuación integral 


05 @ senp (Ey d= cosp (x —a). 
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1”. Operador integral de Fredholm. En este parágrafo es- 
tudiaremos las ecuaciones de Fredholm de segunda especie, 
esto es, las ecuaciones de tipo 


b 
o()= KG Dod + O. (1) 


Respecto a la función K, llamada núcleo de esta ecuación, 
supondremos que es medible y verifica la condición 


hys 
VS IKs, t) ldsdt < co. 0 


El término independiente f de esta ecuación es una función dada 
de L,[a, b) y q es la función incógnita perteneciente a L, [a, b]. 

Pongamos en correspondencia a la ecuación (1) el operador 
A definido del modo siguiente: 


dió A=} 
significa que r 

v()=ÍK(, Dot. B 
El estudio de la ecuación (1) se reduce, por supuesto, al estudio 


de las propiedades de este operador, llamado operador de 
Fredholm de núcleo K. 


Teorema La igualdad (3), donde K(s 1) es una función de 
cuadrado integrable, define en el espacio Lafa, b) un operador 
lineal totalmente continuo A cuya norma satisface la desigualdad 


o. RNA 
lai< y uo, t) |ds dt. (0) 
DEMOSTRACION. Observemos, ante todo, que la integral 
5 
$ K2(s, didt 
è 


17. 


508 CAP. X. ECUACIONES INTEGRALES LINEALES 


existe, debido al teorema de Fubini y a la condición e para 
casi todo s. En otras palabras, K (s, £) pertenece como función 
de ¿ a L,[a, bj para casi todo s. Como el producto de dos 
funciones de cuadrado sumables es sumable, la integral que 
figura en el miembro derecho de (3) existe para casi todo s, es 
decir, la función «y está definida en casi todos los puntos. 
Probemos que pEL,(a, b]. En virtud de la desigualdad de 
Cauchy —Buniakovski, tenemos para casi todo s 


ly (9 |= 


, s 
8x0, anoal z 


y b b b 
<ie, 914-100 1d=)0J*- [16 Nld. 


Integrando respecto a s y sustituyendo la integral reiterada de 
|K? (s, £)| por una doble, obtenemos la desigualdad 


b bb 
1140 /2=$ 1 (5) 14 <lo $ 1K (s, £) |dsat 


que además de probar la integrabilidad de |y? (s)| demuestra 
la estimación (4) para la norma del operador A. Resta probar 
que el operador A es totalmente continuo. Sea (y,) un sistema 
completo ortogonal de L,[a, b]. Entonces, todos los productos 
pares de tipo 1p(s)p,(£) forman un sistema completo en el 
espacio L, ([a, b]x[a, 6)) y, consecuentemente, 


K (s, 1) = E amna (5) Va (0). 


Pongamos ahora 
N 


Ko 0= 2 amba (90a) 


z 
y sea Ay el operador correspondiente al núcleo Ky. Este opera- 
dor es totalmente continuo ya que transforma todo el espacio 
L,(a, b} en un subespacio de dimensión finita (los operadores 
de este tipo han sido llamados en el cap. IV degenerados). En 
efecto, si pEL,(a, b], se tiene 


è ë , 
Any = | Kyís, Do (dt= Y ataO [ova 


x x 
= È 1.0 Y ambu 
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donde 
» 
b= f 9)», (Ddt, 


es decir, todo elemento pEL,[a, b] es transformado por el 
operador Ay en un elemento del subespacio de dimensión finita 
generado por los vectores %p,, ...., 'Pw. Ahora bien, como K, 
es la suma parcial de la serie de Fourier de la función K. 
tenemos 


Po 
US (K ds, )—Ky(s, 1) dsdi —0 para N — œ. 


Aplicando la estimación (4) al operador A—Ay, encontramos 
de aquí 


|[AAyl|—>0 para N=; o. 


Empleando ahora el teorema de que el límite de una sucesión 
convergente de operadores totalmente continuos es un operador 
totalmente continuo, obtenemos la continuidad total del ope- 
rador A. 

El teorema queda demostrado 

Observaciones. 1. Al demostrar el teorema 1 hemos probado 
que todo operador de Fredholm puede ser representado como 
límite (en el sentido de la convergencia según la norma) de 
una sucesión de operadores integrales degenerados. 

2. Sean A, y A, dos operadores de tipo (3) y sean K, y Ka 
sus núcleos correspondientes. Si los operadores A, y A, son 
iguales, es decir, A,p=4,p para toda p€ L,[a, b], entonces 
Ka (s, D =K, (s, £) casi en todos los puntos. En efecto, si 


è 
Ay Asp=1 (Kls, DK, (s, hoH di=0 


para toda y € L,[a, b], entonces para casi todo s€ [a, b] se tiene 
b 
JIK (s, 0—K,(5, )Pdi=0, 


es decir, 
bb 
SII (6, DK, (s, tt dsdt=0, 


de donde se desprende nuestra afirmación. Luego, si conveni- 
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mos, como siempre, en no distinguir las funciones sumables 
equivalentes, podemos decir que la correspondencia entre los 
operadores integrales y los núcleos es biunívoca. 


TEOREMA 2. Sea A un operador de Fredholm correspondiente a un 
núcleo K (s, t). Entonces, el operador conjugado A* se define 
por el núcleo «conjugado» K(f, s). 


DEMOSTRACION. Empleando el teorema de Fubini, tenemos 


bb bb 
CSA o=ifixe, ano) $ Kis, D OZO) di ds= 
at ca 
bjb y: AH 
¡(fonos fro (irea Baias} a 
ala à a 
y de aquí se deduce la afirmación del teorema. 

En particular, un operador A de tipo (3) es autoconjugado 
en L,[a, b], es decir, A*= A, cuando, y sólo cuando, K(s, = 
= K (t, s). En el caso en quese considera el espacio de Hilbert 
real (y, por lo tanto, núcleos reales K) la condición de autocon- 
jugación es la igualdad K (s, t)=K (£, 5). 

Observación. Hemos considerado operadores integrales que 
actúan en el espacio L,[a, b] en un segmento. No obstante, 
todo Jo expuesto se extiende sin modificaciones al caso en que 
se considera, en lugar del segmento (a, b], un espacio cualquiera 
provisto de medida. 


2°, Ecuaciones de núcleo simétrico, Consideremos una ecua- 
ción integral de Fredholm de segunda especie 


b 
PO=fKi, DeWd+t, © 


cuyo núcleo verifica las condiciones 
9) bo 

$ $ IKz(s, 1) ldsdt <oo, 

sa 

2 K(s, 1) =K(t, s). 


Estas ecuaciones serán llamadas ecuaciones de núcleo simétrico. 
En virtud de los teoremas 1 y 2 del punto anterior, el operador 
de Fredholm correspondiente 

b 


Ap= | Kis, 1 p(t)d (6) 
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es totalmente continuo y autoconjugado. Luego, es válido para 
él el teorema de Hilbert —Schmidt (punto 5, $ 6, cap. IV). Apli- 
quemos este teorema a la resolución de la ecuación (5). Como lo 
que importa no es la forma integral del operador (6) sino el 
hecho de que este operador es totalmente continuo y autoconju- 
gado, es natural escribir la ecuación (5) en forma simbólica 


P=Ap+f. (7) 
De acuerdo con el teorema de Hilbert—Schmidt, existe para: A 
un sistema ortonormal (w,) de funciones propias, correspondien- 


tes a los valores propios {h}, tal que todo elemento E de L, 
puede ser representado en la forma 


E= a,b, +E', donde AẸ' =0. 


Tomemos 
Bom t? (Ar =0) (8) 
y busquemos la solución «p de la ecuación (7) en la forma 
=D (Ag =0). (9) 


Introduciendo los desarrollos (8) y (9) en (7), obtenemos 
O O 


Esta igualdad se cumple cuando, y sólo cuando, 


=y 
x xalam, (n=l, 2, ..... } 
es decir, cuando 

=y, 


a= para pÆ l, 
b,=0 para = l. 


La última iguałdad es una condición necesaria y suficiente 
para que la ecuación (7) tenga solución. Obtenemos de esta forma 
el resultado siguiente: si 1 no es valor propio del operador A, la 
ecuación (7) tiene una solución, y sólo una, cualquiera que sea f; 
en cambio, si 1 es valor propio del operador A la ecuación (7) 
tiene solución cuando, y sólo cuando, el término independiente [es 
ortogonal a todas las funciones propias del operador A correspon- 
dientes al valor propio 1; si esta última condición se cumple, la 
ecuación (7) tiene un conjunto infinito de soluciones. 


5l2 CAP. X. ECUACIONES INTEGRALES LINEALES 


3°. Teoremas de Fredholm. Caso de núcleo degenerado. Pase- 
mos ahora a estudiar las ecuaciones de Fredholm de segunda 
especie con núcleos que verifican la condición 


pe 
SV LK=(5, ldsdt <o. 


(que garantiza la continuidad total del operador correspondiente), 
pero que no son simétricos. 
Supongamos primero que se considera la ecuación 


r 
0)=1K(, pd +, (10) 


cuyo núcleo es degenerado, es decir, de la forma 


KG, N= 2 POGO, an 


donde P; Q; son funciones de L,. El operador con núcleo de 
tipo (11) transforma toda función p€L, en la suma 


2 
EPO f Opoa, 


es decir, en un elemento del subespacio de, dimensión finita ge- 
nerado por las funciones P, i=1, 2, ..., n. Notemos que en la 
expresión (11) las funciones Py, ..., P, pueden ser consideradas 
linealmente independientes. En efecto, si esto no fuese así, po- 
dríamos, expresando cada una de las funciones P, como combi- 
nación lineal de las independientes, representar este mismo nú- 
cleo K(s, £) como suma de un número menor de sumandos de 
tipo P,(s) Q(t) de manera que las funciones P, sean lineal- 
mente independientes. 

Busquemos, pues, la solución de la ecuación (10) con núcleo 
degenerado (11) en el que las funciones P,, ..., P, son lineal- 
mente independientes. Tomando en la ecuación (10) en lugar de 
K (s,.t) lasuma correspondiente, obtenemos 


á , 
v0=E Po $0 9 mdt+ E). (12) 
Designando i g 
COLOCAM 
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podemos escribir la ecuación (12) en la forma 


a 
ol) 2 PHE 
Tomando en la ecuación (10) esta expresión para q, obtenemos 


Jar += 


B , x 
=Y Put $0.00 [E O) +10] d+). (13) 
AS: = 


Poniendo 
s k 
(QOP dt=an | UO Dd =bn 


la igualdad (13) resulta: 
3 e, (5)= P, $ +]. 
A qe; (s) A (s) [$ 09, d 


Como las funciones P, son, por suposición, linealmente indepen- 
dientes, esta igualdad implica la igualdad de los respectivos 
coeficientes de P; (s): 


a-2 GaAJ+bp i=1, 2, .... n. (14) 


Hemos obtenido pa los coeficientes q, un sistema de ecuacio- 
nes lineales. Resolviéndolo obtenemos la función 


0 $ aP o+. 


Esta función satisface la ecuación integral (10) ya que todos los 
razonamientos, mediante los cuales hemos pasado de la ecua- 
ción (10) al sistema (14), pueden ser realizados en orden con- 
trario. 

Luego, la resolución de una ecuación integral de núcleo degene- 
rado se reduce a la resolución del correspondiente sistema (14) de 
ecuaciones algebraicas lineales. 

Para sistemas de ecuaciones lineales son bien conocidas las 
condiciones de existencia y de unicidad de la solución. 

1. Un sistema de ecuaciones algebraicas lineales 


Tx=y(T =0lQjll, X= ++ X0) Y =(Yu ++ Ya) 
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tiene solución cuando, y sólo cuando, el vector y es ortogonal a 
toda solución del sistema homogéneo conjugado 


T2=0 (T= lal) 


11. Si el determinante de la matriz T es diferente de cero, 
la ecuación Tx==y tiene solución única cualquiera que sea y. 
En cambio, si el determinante de la matriz T es igual a cero, 
la ecuación homogénea Tx=0 tiene soluciones no nulas. 

111. Como la matriz T y la matriz conjugada 7* son del 
mismo rango, los sistemas homogéneos Tx=0 y T*z=0 tienen 
el mismo número de soluciones linealmente independientes. 

Debido a la relación que, como hemos visto, existe entre 
ecuaciones integrales de núcleo degenerado y sistemas de ecua- 
ciones algebraicas lineales, estas proposiciones pueden ser consi- 
deradas como teoremas referentes a las soluciones de ecuaciones 
integrales degeneradas. En el punto siguiente demostraremos que, 
de hecho, estos mismos teoremas tienen lugar también para 
ecuaciones de núcleo arbitrario (no degenerado). Sin embargo, 
puesto que para operadores integrales no degenerados no tienen 
sentido conceptos como rango y determinante de una matriz, 
los teoremas correspondientes deben ser enunciados de manera 
que en ellos no figuran estos conceptos. 


4°. Teoremas de Fredholm para ecuaciones de núcleo no de- 
generado. Volvamos a considerar la ecuación 
b 


e()= |K 09 (0dt+H), (15) 


E 
suponiendo ahora que su núcleo verifica sólo la condición 


ss 
$$ 1K (s, £) last <00 


(que garantiza la continuidad total del operador correspondiente), 
es decir, no suponemos ahora el núcleo ni degenerado ni simé- 
trico. Nos interesan las condiciones en las que la ecuación (15) 
tiene solución y las propiedades de sus soluciones. Además, para 
nosotros será esencial sólo la propiedad de continuidad total del 
operador correspondiente a la ecuación (15) y no su forma integral. 
Por lo tanto, realizaremos todas las consideraciones sucesivas 
para la ecuación en operadores 


e=Ap+Í, (16) 


donde A es un operador arbitrario totalmente continuo definido 
en el espacio de Hilbert H. 
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Tomando T=/—A (donde / es el operador unidad), escri: 
biremos la ecuación (16) en la forma 


To=f. (17) 
Además de esta ecuación, consideraremos la ecuación homogénea 
Tq.=0 (18) 

y las ecuaciones conjugadas 
noes 19) 
Th = 20) 


(T*=I—A*). La relación existente entre las soluciones de estas 
cuatro ecuaciones viene expresada en los siguientes teoremas de 
Fredholm. 

1. La ecuación no homogénea Ty =f tiene solución para aque- 
llas f, y sólo aquéllas, que son ortogonales a toda solución de la 
ecuación homogénea conjugada T*p,=0. 

II. (Alternativa de Fredholm.) O bien la ecuación Tq=f tiene 
una solución, y sólo una, cualquiera que sea [En o bien la ecua- 
ción homogénea Tq,=0 tiene solución no nula. 

IIJ. Las ecuaciones homogéneas (17) y (19) tienen el mismo 
número, además finito, de soluciones linealmente independientes. 

Antes de pasar a demostrar estos teoremas, observemos que 
son válidos (en virtud de lo dicho en el punto 2) para ecuacio- 
nes de núcleo simétrico. Además, como A y A* coinciden en 
este caso, el teorema II resulta trivial. 

Por otro lado, si A es un operador integral degenerado, las 
ecuaciones correspondientes se reducen, como hemos visto, a sis- 
temas de ecuaciones algebraicas lineales; los teoremas de Fredholm 
se convierten, evidentemente, en este caso en los teoremas sobre 
sistemas lineales que hemos enunciado en el punto anterior. 

Aprovechando que todo operador integral es límite de una 
sucesión convergente de operadores degenerados, podríamos de- 
mostrar los teoremas de Fredholm mediante el correspondiente 
pue al límite (de núcleos degenerados a núcleos no degenerados). 

in embargo, escogemos otro camino y daremos una demostración 
de estos teoremas que no está relacionada con la consideración 
de ecuaciones degeneradas. 


DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS DE FREDHOLM, Sea N(B) el con- 
junto de los ceros de un operador lineal continuo B, es decir, el 
conjunto de todos aquellos xe H para los que Bx==0. Está claro 
que N (B) es siempre un subespacio lineal cerrado. Sea R (B) el 
campo de valores del operador B, es decir, el conjunto de vecto- 
res de tipo y=Bx. El conjunto R(B) constituye también una 
variedad lineal, pero, en general, no cerrada. Demostraremos 
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ahora que para el operador T=/—A esta variedad es cerrada. 
LEMA 1. La variedad R(T) es cerrada. 


DEMOSTRACION. Sean y, € R(T) y sea y,—y. Por hipótesis, exis- 
ten vectores x, € H tales que 


e) 


Restando, si hace falta, de x, su proyección sobre N (T), pode- 
mos aceptar que estos vectores son ortogonales a N (T). Además, 
podemos aceptar que |)x, [| están acotadas en conjunto. En efecto, 
de lo, contrario, pasando a una sucesión, tendriamos || x, l| — oo 


y, dividiendo por ||x,[ deduciríamos de (21) que ÓN 
—A tre Pero, como el operador A es totalmente conti- 
nuo, podemos aceptar, pasando de nuevo a una subsucesión, que 
la sucesión JA ¡27 ) converge. Por lo tanto, también žy 
convergerá, digamos a un vector z€ H. Está claro que all =l 
y T(2)=0, es decir, z€ N (T). Suponemos, sin embargo, que los 
vectores x, son ortogonáles a W (T); luego, también el vector z 
debe ser ortogonal a N (T). La contradicción obtenida permite 
suponer que ||x, || están acotadas en conjunto. Al mismo tiempo, 
la sucesión (Ax,) puede ser supuesta en este caso convergente; 
entonces, como se desprende de (21), también será convergente 
la sucesión (x,). Si x es el límite de esta sucesión, de (21) se 
desprende que y=Tx. El lema queda demostrado. 


LEMA 2. El espacio H es la suma directa ortogonal de los subespa- 
cios cerrados N (T) y RAT), es decir, 


N(T)BR(T=H (22) 
y análogamente 
N(TUYOR(T)=H. (23) 


DEMOSTRACION. Sabemos ya que los dos subespaciós que figuran 
en el miembro izquierdo de (22) son cerrados. Además, son orto- 
goles ya que, si hEN(T), se tiene (4, T*x)= (Th, x) =0 para 
odo x€ H.-Falta por demostrar que no existe ningún vector no 
nulo ortogonal simultáneamente a R(7*) y N(T). Pero, si el 
vector z es ortogonal a R(T*), entonces para cualquier x €H 
tenemos (Tz, x).=(2, T*x)=0, es decir, 2 € N (T). El lerna queda 
demostrado. 
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Del lema 2 se desprende inmediatamente el primer teorema 
de Fredholm. En efecto, f | N(T”) cuando, y sólo cuando, 
FER (T), es decir, cuando existe un p tal que Tp=f. 

Pongamos ahora H*=R (T*) para cada k entero, de manera 
que, en particular, H*=R (T). Está claro que los subespacios H* 
forman una cadena de subespacios encajados 


H>HPDH>... 24) 


y que, en virtud del lema 1, todos estos subespacios son cerra- 
dos. Además, T (H*) = H*+!, 


Lema 3. Existe un j tal que H***=H* para todo k> j 


DEMOSTRACION. Si no existe un tal j, es evidente que todos los 
H* son distintos. En este caso podemos construir una sucesión 
ortonormal (x,) tal que x€ H* y son ortogonales a H*+2, Sea 
1>k. Entonces, 


Ax —Ax= 


Xet (Xr+ Txa —T xp) 


, consecuentemente, || Ax, —Ax,||> 1 ya que x, + Tx, —Tx, € H*t, 

uego, de la sucesión (Ax,) no se puede. extraer ninguna subsu- 
cesión convergente, lo que contradice a la continuidad total del 
operador A. Con esto queda demostrado el lema. 


LEMA 4. Si N(T)=40), se tiene R(T)=H. 


DEMOSTRACION. Si N(T)=(0), el operador T es biunivoco; de 
manera que, siendo R (T)ÆĦ, la cadena (24) consta de diferen- 
tes subespacios y esto contradice al lema 3. Luego, R(T)=H. 
Análogamente, R (T*) =H, si se tiene N (T*) = {0}. 


LEMA 5. Si R(T)=H, se tiene N (T) = {0}. 


DEMOSTRACION. Como R(7)=H, tenemos, en virtud del lema 2, 
N (T*)={0}; pero, entonces, en virtud del lema 4, R (T)=H y, 
consecuentemente, M (T) ={0} por el lema 2. 

Los lemas 4 y 5 constituyen en su conjunto el contenido del 
segundo teorema (la alternafiva) de Fredholm. Con esto queda 
demostrado este teorema. 

Demostremos, finalmente, el tercer teorema de Fredholm. 

Supongamos que el subespacio N (T) es de dimensión infinita. 
Entonces, existe en este subespacio un sistema ortonormal infinito 
dx). Además, Ax,=x, de manera que para kæ! tenemos 
l| Ax,—Ax,]=V2. Pero, esto significa que de la sucesión (Ax) 
no se puede extraer ninguna subsucesión convergente, lo que 
contradice a la continuidad total del operador A. 
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Sea p la dimensión de N (T) y sea v la dimensión de N (T*). 
Supongamos que p < v. Sea (Q,, -.., Pa} una base ortonormal 
en N(T) y sea Yi -... p, una base ortonormal de N(T*). 
Tomemos 


5:=Tx+ Y 0 PAY 


Como el operador S se obtiene del operador T agregándole un 
operador degenerado, todos los resultados demostrados más arriba 
para el operador T son válidos también para el operador S. 

Probemos que la ecuación Sx=0 tiene solamente solución 
trivial. En efecto, supongamos que 


Tx+Íit0 0) 9/20. 


Como los vectores p, son ortogonales, en virtud del lema 2, a 
todos los vectores de tipo Tx, de (25) se deduce que 


Tx=0 


(25) 


z 
(x, q)=0 para 1< Sp 
Luego, el vector x debe ser, por un lado, una combinación lineal 
de los vectores py y, por otro lado, debe ser ortogonal a ellos. 
Consecuentemente, x=0, De modo que la ecuación Sx=0 tiene 
solamente solución trivial. Existe entonces, de acuerdo con el 
teorema 2, un vector y tal que 


Ty+ 0. IV = Vr 


Está claro que multiplicando esta igualdad escalarmente por 
+11, Obtendremos O en el miembro izquierdo y 1 en ei miembro 
derecho. Esta contradicción ha surgido porque hemos supuesto 
que p<v. Luego, > v. Sustituyendo ahora el operador 7' por 
T*, encontraremos que >» y, consecuentemente, p=v. El 
teorema III queda demostrado completamente. 

Observación 1. Los teoremas de Fredholm tratan, de hecho, 
sobre la posibilidad de invertir el operador A—/ y significan 
que A=1 es o bien un punto regular para A o bien un valor 
propio de multiplicidad finita. Por supuesto, todo lo que se afirma 
en estos teoremas sigue siendo válido también para los operado- 
res A—AI, donde A5+0. Luego, fodo punto distinto de O del 
espectro de un operador tofalmente continuo es un valor propio 
suyo de multiplicidad finita. Además, como sabemos, el conjunto 
de estos valores propios es, a lo sumo, numerable. Recordemos, 
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de paso, que el punto O siempre pertenece al espectro dé uni 
operador totalmente continuo en un espacio de dimensión infi- 
nita; pero, en general, no es: necesariamente valor propio. Los 
operadores totalmente continuos, para los cuales O es el único 
punto del espectro, son llamados operadores (abstractos) de Vol- 
terra. 

Observación 2. Hemos demostrado los teoremas de Fredholm 
para la ecuación de tipo p=Ap-+f, donde A es un operador 
totalmente continuo en el espacio de Hilbert. Estos teoremas 
pueden ser extendidos, sin modificaciones sustanciales, al. caso; 
de un espacio de Banach arbitrario £. En este caso, claro,está, 
la ecuación conjugada p =A*p+g será una ecuación en el espa- 
cio E*, la condición de ortogonalidad (f, ys debe compren- 
derse en el sentido de que toda funcional del subespacio N*<E*. 
de soluciones de la ecuación A*p,=0 se anula en el elemento 
FEE, etc. Una exposición de los teoremas de Fredholm para el 
caso de ecuaciones en espacios de Banach se puede ver, por 
ejemplo, en el libro de L. A. Lusternik y V. 1. Sóbolev «Ele- 
mentos del Análisis Funcional». 


5°, Ecuaciones de Volterra. Se llama ecuación de Volterra (de 
segunda especie) a la ecuación integral 


o= Í Kl, Do d+, (25) 


donde K (s, t) es una función medible acotada: |K(s, t)| <M. 
Puesto que esta ecuación puede ser considerada como un caso 
particular de la ecuación de Fredholm (con núcleo igual a cero 
para t>s), los teoremas de Fredholm son válidos también para 
a ecuación (26). No obstante, para las ecuaciones de Volterra 
estos teoremas pueden ser precisados del modo siguiente. La ecua- 
ción de Volterra (26) tiene una solución, y sólo una, cualquiera 
que sea la función f € Ly. 

En efecto, repitiendo textualmente los razonamientos del 
punto 4 del § 4 del cap. II, veremos que cierta potencia del 
operador 


Ap=ÍK(5, 1) p(t)de 
E 
es un opereton contraído y, por lo tanto, la ecuación homogénea 


tiene solución única (trivial). De aquí se desprende en virtud de 
los teoremas de Fredholm, nuestra afirmación. 
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EJERCICIO. Consideremos en un segmento una ecuación integral de Fred- 
holm de segunda especie con núcleo continuo. Demuéstrense para esta ecua- 
ción los teoremas de Fredholm en el espacio de funciones continuas. En este 
caso, el papel de «ecuación conjugada» lo desempeña la ecuación integral de 
núcleo transpuesto y la ortogonalidad se comprende en el sentido de Ly. 


6”. Ecuaciones integrales de primera especie. Se llama ecuación 
abstracta de Fredholm de primera especie a la ecuación de tipo 


Ap=f, (27) 


es decir, a una ecuación que contiene la función incógnita sólo 
bajo el signo de operador totalmente continuo. 

La resolución de una ecuación de este tipo constituye un 
problema más complejo, en general, que la resolución de una 
ecuación de segunda especie y para una función arbitraria f€ L, 
la ecuación (27) puede no tener solución. 

Consideremos primero, a título de ejemplo elemental, la 
ecuación 


Hr =5 ute, 


es decir, una ecuación de núcleo 


A f 1 para 1<s, 
EQ > 10 para £>s. 

Ella tiene solución obvia an (s) cuando f es absoluta- 
mente continua y pertenece a L,; no tiene solución en el caso 
contrario. 

Probemos que también en el caso general la ecuación (27) 
juede no tener solución para una f€ H arbitraria. En efecto, si 
la ecuación Ap =f tiene solución para cualquier fE H, elle sig- 
nifica queʻeste operador transforma. H en todo el H. Probemos que 
esto:es imposible. Todo el espacio H puede ser representado como 
la unión de una cantidad numerable de bolas $, (por ejemplo, 
de las bolas de radio 1, 2, ..., n... y centro en el cero). El 
operador «totalmente continuo A transforma cada una de estas 
bolas en un conjunto compacto. De manera que AH es la unión 
de una cantidad numerable de compactos. Pero, cualquier com- 
pacto es nunca denso en H; al mismo tiempo, H, al igual que 
cualquier espacio métrico completo, no puede ser representado 
como la unión de una cantidad numerable de conjuntos nunca 
densos. Luego, AH + H; en otras palabras, cualquiera que sea 
el operador A totalmente continuo en H la ecuación. Ap=f no 
puede tener solución para toda [€ H. 
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Otro momento sustancial en la solución de ecuaciones de 
primera especie consiste en que en H un operador, inverso de un 
operador totalmente continuo, no es acotado. Por lo tanto, si f, 
y f, son dos elementos próximos de H y ambas ecuaciones 

Ap=f y Aq.=f, 

tienen solución, las soluciones correspondientes q,=A“*f, y 
q,=A”*f, pueden distinguirse considerablemente una de otra. En 
otras palabras, un error tan pequeño como se quiera en el térimirio 
independiente de la ecuación puede conducir a un error tan grande 
como se quiera en la solución. Los problemas, en los que una 
pequeña variación en los datos iniciales lleva a una pequeña 
variación en la solución (la palabra «pequeñas puede ser com- 
prendida en diferentes problemas de modo distinto), se llaman 
correctos. La solución de una ecuación integral de primera especie 
(a diferencia de una ecuación de segunda especie) es un problema 
no correcto. En los últimos tiempos se han difundido mucho los 
problemas no correctos y han obtenido un gran desarrollo los 
métodos de su regularización (es decir, métodos que permiten 
reducirlos a problemas correctos en uno u otro sentido). Sin 
embargo, la exposición de estas cuestiones sale de los márgenes 
de este libro. 
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MÉTODO DE FREDHOLM 


1°. Espectro de vn operador totalmente continuo en H. Consi- 
deremos la ecuación 


9=24p+f 


U—24)p=f, (0 


donde A es un operador totalmente continuo en el espacio H de 
Hilbert y À es un parámetro numérico. 

En virtud de la alternativa de Fredhoim, pueden darse dos 
y sólo dos casos: 

1) La ecuación (1) tiene para à prefijado una solución, y sólo 
una, cualquiera que sea fEH. 

2) La ecuación homogénea g=124p tiene solución no nula 

En el primer caso el operador /—A4A aplica, además biuní- 
vocamente, H en todo el H. De aquí se desprende la existencia 
del operador inverso acotado (1/—24)"*. Está claro que esto 


equivale a que el operador (an? existe y es acotado; en 


o, que es lo mismo, 
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otras palabras, y, no pertenece, en este caso, al espectro del 


operador A. 
Supongamos ahora que tiene lugar la segunda posibilidad, 
esto es, que existe un elemento q, €H diferente de cero tal que 


p=, ó Ap = FO 
es decir, șes valor propio del operador A. 


Obtenemos el resultado siguiente: fodo número p=} distin- 


to de cero o bien es un valor propio del operador totalmente con- 
tinuo A o bien es un valor regular. En otras palabras, el espectro 
continuo de un operador totalmente continuo o bien no existe o 
o bien consta solamente del punto p=0. 

Uniendo lo que acabamos de decir con el teorema 4 del $ 6 
del cap. 1V, obtenemos que el espectro de un operador total- 
mente continuo en H puede ser descrito del modo siguiente. El 
espectro de cualquier operador A totalmente continuo en H consta 
de un número finito o numerable de valores propios distintos de 
CETO My, Ma, -++ Mn -y cada uno de los cuales es de multipli- 
cidad finita», y del punto cero; éste es el único punto posible 
de acumulación de la sucesión /u,). El propio punto p = 0 puede 
ser o bien un valor propio de multiplicidad finita o infinita o 
bien un punto de acumulación del Safaris de valores propios. 
Como hemos demostrado en el punto 5, para la ecuación 


9=ABp+f, 
donde B es un operador de Volterra, siempre tiene lugar el pri- 
mer caso de la alternativa de Fredholm (existe la solución para 


cualquier FE L,). En otras palabras, el espectro de un operador 
de tipo de Volterra consta sólo del punto p=0. 


.. 2 Representación de la solución en forma de una serie de 
potencias de 2. Determinantes de Fredholm. La solución de la 


ecuación 
U—14)p=f 
puede ser escrita formalmente como 
9=(1—14J3f. (2) 


Esta fórmula define, efectivamente, la solución cuando (AA || < 1, 
es decir, cuando <ph ya que en este caso el operador 


3 =0 pertenece necesariamente al espectro del operador A ya que A~! 
no puede ser acotada en H. 
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(1—A4)"1 existe, está definido en todo H y es acotado (véase 
el punto 7 del § 5 del cap. IV). Además, el operador (/—2.A)"2 
puede ser considerado, en este caso, como la suma de la serie 
de potencias 


(AJO = HAARA An 
cuya convergencia (respecto a la norma) está garantizada por la 
condición AI< Tr Luego, la solución (2) de nuestra ecua- 
ción (1) puede ser representada en la forma 


O IAIA A AO [dc MAC o 8 


Este mismo resultado se obtiene, si la solución de la ecuación 
(1) se busca en forma de la serie de potencias 


A+ ER 


(donde «p, ya no dependen de A). Tomando esta serie en lugar 

de q en los miembros derecho e izquierdo de la ecuación q = 

= AQ --f e igualando después los coeficientes de potencias igua- 

les de A en ambos miembros de la igualdad, obtendremos 
Pb ARA cr Pm Aa A, + 

es decir, la serie (3). 

Probemos que si A es un operador integral definido por un 
núcleo K de cuadrado integrable, el operador (/—2A)-! puede 
ser representado, para valores suficientemente pequeños de A, 
como la suma / -+ D, del operador unidad / y de un operador inte- 
gral T, con núcleo de cuadrado integrable que depende de A. Veamos 
primero la forma que tienen en este caso los operadores A%, 4?, 
etc, Consideremos, con este fin, un problema más general: sean 
dados dos operadores integrales 


è b 
Ag= ÍK (s, i) (t)dt, Bp= f Qis, N g(t) dt, 
donde j j 


q <o. 


.. .. 
SS 1K*(5, D]dsdt=k* <o, Y [1Q*(, 1) lásde 


Busquemos la forma del operador AB. Tenemos 


A è br 
ABọ= Six (5,950 (u, DS fixem (u, Daba 
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La posibilidad de cambiar aqui el orden de integración se des- 
prende del teorema de Fubini ya que el integrando 
K(s, 1)Q(a, Np) 


es sumable respecto al conjunto de variables u y £ por ser pro- 
ducto de dos funciones 


K (s, ujo (t) y Q (u, £) 
de cuadrado integrable cada una. 
Tomemos 
b 
Rís, )=1K(5, u)Q (u, t) da; (4) 


en virtud de la desigualdad de Cauchy—Buniakovski, tenemos 


, , 
1R*(5,01<S1K*(5, 19 du $ /Q+(u, £)] du, 


de donde 


bo 
J È RA, 1) dsdi < kg. 


Luego, el producto de los operadores integrales de tipo de Fred- 
holm es un operador del mismo tipo cuyo núcleo viene dado 
por la fórmula (4). En particular, tomando A= B, encontramos 
que A? es un operador integral de núcleo 


è 
K, (s, )= Í K (s, u) K (u, 1) de 
que verifica la condición 
bo bo a 
§ FIKI, 1) ldsdt < [Sino sisar] =k, 


de donde || A? || <4. 
Análogamente obtenemos que cada uno de los operadores A" 
está definido por el múcleo 


s 
K, ts, 1) =| Ku- (S, 4) K (u, ) du (n=2, 3, ...) 
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que satisface la condición 
z$ 
SS IK3(s, Dldsdt <k", 65) 
PE 


.. 
donde, igual que antes, k= 5 È |K? (s, £) |dsdt. 
En virtud de la estimación (5), la serie 
AK (s, 1) MK ($, +l HAK, (S, D+ 


converge para JA] <+ en el espacio L, (fa, 6]x|a, b]) hacia 

una función T (s, t, a) cuyo cuadrado es sumable respecto a s 

y t para todo [A] <->» El operador integral T, para el que 
la función T (s, £, A) sirve de núcleo, es la suma de la serie 

AAMA... MA (6) 

Pero, agregando a esta suma el operador unidad /, obtendre- 

mos precisamente el operador (/—2A)”*. Luego, para <4 


el operador (/-—2A)-1 es, efectivamente, la suma del operador 
unidad / y del operador totalmente continuo T, de núcleo 


T(s, £,)= EMK, (S, 1). 


La condición |A| < $ es suficiente para la convergencia de 
la serie (6), pero no necesaria. En algunos casos puede ocurrir 
que esta serie converja para todos los valores de 2. Por ejemplo, 
si A es un operador de tipo de Volterra con un núcleo que 
satisface la condición 


IK(s, Ni <M 


se puede probar mediante cálculo directo que para los corres- 
pondientes núcleos Ką (s, ¢) es válida la estimación 
Mn (o. 1 
Ikat, 91 EE 
de donde se deduce la convergencia de la serie (6) para cual- 
quier A. 
. Sin embargo, la serie de potencias (6) tiene, en general, un 
radio finito de convergencia. Al mismo tiempo, la ecuación 
q=124q+f tiene solución para todos los A, excepto un número 
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finito o numerable de valores, a saber, excepto aquellos valores 
para los cuales + es valor propio del operador A. Fredholm 


demostró que para un operador integral A definido por un núcleo 
acotado y contínuo K (s, f) la solución de la ecuación p=244 +f 
puede ser encontrada del modo siguiente. Designemos 


xo ES s- Kont eRe 
fi ooe lalo | Klom ta) >>> K (Sm ta) 
y definamos las funciones D (À) y D (s, t, A) mediante las fór- 
mulas 


E Dargie L AEN 


E, 54) 
.+(—l afo pa ie tiii 


e » 
D(s,11)=K (as 


an En 
AE Su a ditoe (8) 
Entonces, según Fredholm, la solución de la ecuación integral 
b 
o =4 K(5, Do (ds +1) 
è 
viene dada por la fórmula 


. 
e O+ SES Nas © 


para todos los valores de A tales que E no es valor propio del 
operador integral A correspondiente al núcleo K (s, t). Además, 
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las funciones D(A) y D(s, £, A) son funciones analíticas enteras 
del parámetro à y D(A)=0 cuando, y sólo cuando, y es un 
valor propio del operador integral A. Como ha demostrado 
T. Carleman en 1921, las fórmulas (7), (8) y (9), obtenidas por 
Fredholm para el caso de un núcleo continuo K(s, f), tienen 
lugar también para cualquier núcleo de cuadrado integrable. 
No daremos aquí la deducción de la fórmula (9) y de las fór- 
mulas (7) y (8). 
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